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JLe forze che agiscono secondo ni^ :J.egge di 'Newton sono 
quelle che emanano da ciascuno degli eiem#hti infinitesimi 
di una data materia, e che tepdono ad avvicinare eppure 
ad allontanare tra loro questi elementi, in .ragione diretta 
delle loro laasse e in ragione inversa dei quadrati delle loro 
distanze. Le prime sono forze attrattive, le seconde ripul- 
sive. Una delle 'forze ^attrattive è là gravitazione universale 
scoperta dft Newton^ e una delle ripulsive è quella che si 
manifesta fra le elettricità delio stesso nome. 

Cominciamo dal determinare V attrazione o la ripulsione 
che un aggregato di punti materiali esercita si^Va mi altro 
punto materiale qualuntfue. 

Siano M|, M,, M,.-.. più punti materfali; /tf», j^t, /^s*** 
le loro masse rispettive, ed (a?, y^ z,), . (rCj y» z^ .... le lo- 
ro rispettive coordinate ortogonali. 8ia un punto, materiate, 
la cui mas^a penderemo per unità, e le di cui coordinate 
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' siano (a, b*c,); e siano r^ r^r^ ...f$.. le distaoie rispetiife 

^ei p«Qti Mi M, M,... Mt... dal paolo 0. Avreno: 

(I) r»' - (a- xy + (6 -y)* -h (c ~ z)', 

/ a r attrazione o ripulsione esercitata da Mg sopra sarà 

» nella direzione rs ed egiple a d= /* -^ , denotando con f la 

fofza attrattiva o ripulsiva dell' unità di massa alla distan- 
za I e dovremo prendere il segno — quando la forza è at- 
trattiva o tende a diminuire r e il segno + quando è ri- 
pulsiva. Per semplicità faremo f=i; quindi razione attrat- 
tiva esercitata dall' aggregato de' punti Mg sopra Y unità di 

massa in sarà data dalla espressione : 

■ 

F =- — 2-^ . 
• rs* 

Denotando con as fit ys gli angoli di rs con i tre assi^ 
avremo : 

drg • rfrs cfrs 

cos a.= ^, cos A = -j^, cos ìrs = g^ . 

pertanto se indichiamo con X Y Z le componenti della 
forza F secondo I tre assi avremo : 
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x= — 




Y=«=- 
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dr, 
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oppure : 
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e facendo 
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arremo : 

(3) ^-^' ^==5' ^=^- 

^ ' da db de 

La fuDiìone P delle coordinate del palilo attratto (Oyò^c) 
dipende dalia posizione e dalia massa dei punti Mg^ ie da 
lei sola dipende la determinazione deli' attrazione ; perciò 
ad essa è stato da Gauss dato il nome di paten^giak e da 
Gfeen è stata chiamata funzione potenziale. Se i punti Mg 
appartengono ad uno spazio continuo il segno sonuAatorio 
diventa un integrale triplo, le masse juis gli elementi mate- 
rialiy cioè le densità p moltiplicate per T elemento di volume 
dx dy dz, e l'integrale triplo deve essere esteso a tutta la 
massa del corpo; avremo dunque in tal caso: 

(4) D -- 1 1 # " prfa? dy dz 
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essendo : 

r» = (a? — a)' -f- (y — é)' -f- (z — c)\ 

Se invece delle coordinate rettilinee ortogonali si pren- 
dessero le coordinate polari, Y elemento di volume sarebbe 
espresso da: 

R^sen d dR do d(t>; 

R essendo il raggio vettore, o la latitudine, e f la longitu- 
dine dell'elemento. Quindi ponendo: 

a = i cos A, 6 » / sen A C06 B , e c=> / sen A sen B ; 
a;»Rcosd, y » RsenO cos4>, 2: t» Rsen sen f , r 

e se Y è l'angolo compreso fra R ed /, sarà: 
f* == R* H- I* — 2R f cos Tf . 
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e si avrà: 



^*^ ^ JJJ vw^^=m 



cosy 



• Se p é una funzione finita e continua, ed è esterno 
al corpo attraente, P sarà finita e continua in tutto lo spa- 
zio esterno a quello a cui si estende V integrale. Quando 
è infinitamente lontano dal corpo attraente, 'sarà / «» ao e 
perciò air infinito il potenziale si annulla. 
Dair equazione (5) si ricava: 

_ fff pR'sen Q dR dù d(p 



e perciò quando /csoo il prodotto P/ è eguale alla quan- 
tità finita: 

m p R' sen d d R d d d(p = M , 
denotando con M la massa del corpo attraente; e inoltre: 

P / cos A = P a=Mcos A , P/ sen A cosB « P 6 =»Msen AcosB, 

P / sen A sen B = Pc e= M son A cos B . 

Dunque i prodotti del potenziale per ciascuna delle va- 
riabili sì mantengono finiti, anche quando queste variabili 
divengono infinite, e la quantità verso cui converge il pro- 
dotto del potenziale per il raggio vettore, quando questo 
cresce infinitamente, è la massa del carpo attraente. 

Derivando la {k) rapporto alle coordinate a, 6, e, avremo: 



l^fffus^,.,,,,. 



Quindi le derivate prime di P si mantengono finite e 
contìnue in tutto lo spazio esterno alla massa attraente, per- 
chè r non si annulla mai in tutto il corso della integra- 
zione. 

Per /«=<3o queste derivate si annullano. Osserviamo ora 
che si ha: 



[cosA-.^^)^ 



rfp. fff V- —-T-; ^, 



senddRddd<^ 



e quindi, per /= oo , — /' converge verso una quantità finita. 

É facile altresì dedurre che anche -3— a*, -77 6', -7- c^ , 

da db ^ de 

per a, 6, e infiniti convergono verso quantità finite, e che 

Ili 

perciò sono infinitesimi dell' ordine -^ . -rr > --t • 
*^ a* 6* e* 

Derivando nuovamente e sommando, si ottiene: 

flPP ' d^ rf'P 

do* "^ d6* "^ de* "" ^' 



e 'denotando per brevità con A* tale operazione, ossia po- 
nendo : 

^ ^ ^ 

""da' *^ de* "^ de* 

avremo il seguente teorema. , 



8 

Il potenziale e le sue* derivate prime sodo funzioni delle 
coordinate del punto attratto finite e continue in tutto lo 
spazio esterno alla massa attraente; in questo spazio le de- 
rivate seconde sodisfano alla equazione: 

A* P = 0, 



e quando il punto altrs^o va ali* infinito )a fkinzione P si 
annulla, e il prodotto di essa per le coordinate del punto 
attratto converge verso una quantità finita, e i prodotti delle 
sue derivate rapporto alle coordinate del punto attratte mol- 
tiplicate per i quadrati di quelle medesime coordinate con- 
vergono verso quantità finite. 

La espressione A*P si può trasformare con le coordi- 
nate polari, ponendo: 



rv = r cos d , ^ =» r seu fi cos ^ , 2: » r sen fi sen 4» ; 



r essendo la distanza del punto dall' ofigìae delle. coor- 
dinate ; 

6, l'angolo che r fa con l'asse delle x; 

^, V angolo che il piano che passa per le x fa con un 
piapo fisso. Un calcolo molto facile e notissimo conduce alla 
equazione! 



4tp 



dr "^ senOdfi "^ sen« fi * dtpV ' 



Tali coordinate polari sono evidentemente i parametri 
di tre sistemi di superficie ortogonali: sféire concentriche, 
coni retti col centro comune alle due sfere, e piani che pas- 
sano per una retta che passa per il detto centro. 

Denotando ìu generale con p, jx, v i parametri di tre si- 



stemi di superficie ortogonali, le «tOMpottenb lecondo i tre 
assi si otterranno dalle eqtAzionit • 
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Le componenti secondo le aorm^bU alle tre superficie 
ortogonali si otterranno moltiplicando queste nltime per i 
coseni degli angoli che fanno le nornaK stesse cor rispettivi 
aiiì e aomnaado. Gbiamandole H, M, Ff e ponendo : 

*' = (5i)'- •••■ 



avremo : 
R 



JL~££ ±?[ZfL£ l^éLtt 
h^ dx dx h^ dy dy h^ dz dz 



ht dx dx h^ dy d^ 

ì dV dv i dP dv 

h^ dx dx h^ dy dy 

Soslìtaeadovi i valetri precedenti ed osservando efac te 
suterftcie sono ^togwali, ù otUene : 

* d p * d/x ' ' dv 
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dalle sfere di -raggio R ed r ^ e del potenziale dell' invola- 
ero limitalo dalle sfere di aaggio ^ ed Rq . Il primo di quei 
potenziali è : 



e il seconda: 



dunque sarà : 



^p(R*-r«); 



^(r'-Ro'); 



(3) p,«a.pR«-2pf r«-Ì2Ì^' 



Per avere il potenaiale di una sCeva basterà porre R» « o 
e avremo: 



4ffpR» ^ *L 



<*> P- ar 



(8) P»= 2*rpR'— -| «pr» 

«9 



L' equazioni (2) e (4) danno il seguente teorema. L'azione 
di un involucro, o di una sfera, sopra un punto esterno^ è 
eguale a quella che eserciterebbe il centro delle due sfere, 
o delia sfera, quando in esso fosse concentrata tutta la massa 
dell' involucro, o della sfera. Dalla equazione (4) si ricava che 
l'azione sopra un punto della superficie della sfera è — Vs ^P^'f 
dunque 1* azione attrattiva esercitata da una sfera sopra un 
punto della sua superficie è proporzionale al duo raggio. Dal^ 
la (5) si rileva che l' azione sopra un suo punto interno è 
proporzionale alla distanza dì questo: dal eemro, ossia che & 
la stessa come se non esistesse la massai dell'involucro sfe- 
rico che lo circonda. 

Le tre espressioni del poteaziaie di nn involucro sferico 



N 
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relativo ai punti esterni ed interni all' involucro e a quelli cbe 
ne fanno parte, si continuano sensa interruzione V una nel- 
r altra e formano una solaftenzlone continua, infatti abbiamo: 

Per r == R P - ^^P^' j. ± Z£^ 
Per r == R, ¥. ^ —^ ^ -^ , 

3 3 R ' 

per r =3 Ro, Pi =- 2 ^ p (R* — R^*) , 

Pe'= 2^p(R«— V)- 

Lo stesso accade delle tre derivate rapporto ad r delle 
tre espressioni del potenziale ; e lo stesso avrà luogo- per 1« 
derivate rapporto ad x^y ^ z cbe ai otlengona daHe prece- 

denti moltiplicandole ptr — , iL , — . 

Le derivate seconde delle tre espressioni del potenziale 
non si continuano una nel!' altra, e nel passare dall'esterno 
airinternoi e viceversa, offrono due salti. Esse sono: 

fPPi __é^ 8 itp R,* 

dr* "^ 8 ' •* 3r» ' 



rf»P.' 



e per r = R si ha: 



d»Pi 4 » R/ 

dW 3 "^ » "^ R* ' 



e quìodi: 



Pel- r =« R,: 



e quindi : 



d*Pe d'Pi 



d»Pi , d»P,' 



£Pi _ d*P»' 
dr» dr» 



— 4»rp ; 



dunque iMt pusare dall' iaterno all'esterno dell'involucro 
sferieo le derWate seconde variano brosoamente di 4 «r p. 
Trovammo precedentemente: 

A«P = JL--^. 
e ponendo invece di Pi il suo valore (3) abbiamo: 

m. 

CaraUeristiche del potenziale di uno o più corpi. 

Abbiamo veduto nel §. L che il potenziale P di una 
massa di forma qualunque, di densità costante o variabile , 
e le sue derivate prime sono funzioni delie coordinate a, b 
e e del punto attratto , le quali si mantengono finite e 
continue^ finché rimane nello spazio esterno alla massa. 
Dimostriamo ora che anche quando il punto è neir interno 
o sulla superficie del corpo^ si mantengono sempre funzioni 
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finite e contìnue. Hanno sempre valori finiti. Intuiti pren- 
dendo il punto per polo abbiamo t 

p = fjfTp rsen6ddd(f>rfr , jj= //7p costì senflrfftd<prfr. 

JT= /77p8en'dcos<p dfld^dr, ^ = f/Tpsen^6sen(pd6d<pdr; 

i quali integrali non divengono infiniti per qualanque valo- 
re di r , anche se r passa per zero . Sono funzioni continue. 
Infatti, consideriamo un punto M di una della superficie 
della massa attraente^ e conduciamo per M, unajreltfl che 
attraversi la superficie, e sopra di essa dalle due p%vtì pren-^ 
diamo due punti infinitamente prossimi m ed n- egualmente 
distanti da M, cioè in mpdq che sia n M =fnM»*e. Siajm 
r interno n l'esterno alla massa. Descriviamo col centro infM 
e col raggio e una sfera . II potenziale Po relativo al punto 
esterno m sarà uguale al poteu?iale pn. della porzione di 
sfera che è occupata dalla massa , più il potenziale Fa' di 
tutta r altra massa, cioè avremo Pn «= pn -i- Pn'. Il potenziale 
Pm relativo ad m sarà eguale al potenziale poL della porzione 
di sfera occupata dalla massa più il potenzialo Pm' di tutta 
r altra massa ; cioè avremo : Pm =^pm + Pm' • Ora il poten- 
ziale di tutta la sfera relativo a un punto della sua super- 
ficie è %it p €*; quindi pn — Pm<^% 9 ^^'» ** potrà ren- 
dere più picaolo di qualunque data quantità col diminuire s. 
Anche Va — Pm' può rendersi più piccolo di ogni quantità 
data col diminuire di £, o all'avvicinarsi di n ad m; quin- 
di la differenza Pn — Pm««/?ii — pm-+- Pn' — Pm' potrà ren- 
dersi più piccola di qualunque quantità data avvicinando n 
ad 971., dunque i valori di P per i punti esterni variano con 
continuità nel passare ai punti interni . 
Per le derivate abbiamo : 

• dPn _ dPm ^ rf£n _ dpm £Pn' _ dPm^ 

da da da da "*" da da 
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e le derivate ^~ , -r-^ sono in valore assohito minori di 

Ve ir e cesa, e perciò si conclude come precedentemente che 
anche i valori deUe derivate prime variano con continuità 
passando dai punti attratti eterni agli intemi . analogamen- 
te si dimostra la continuità di P e delle sue derivate prime 
anche nei punti interni alla massa attraente. Dunque il po- 
tenjEÌate P e le sue derivate prime soae funzioBi finite e 
continue in tutto lo spazio . 

Se la densità variasse bruscamente attraverso alcune su- 
perficie si Hg^arderebbero le masse limitate da queste su- 
perficie come tanti corpi distinti, e si troverebbe che va- 
riaDo con oontinuità nel passare attraverso ad esse i valori 
del poleniiale e delle sue derivate prime . 

Le derivate seconde di P che sono finite in tutto lo 
«palio esterno al corpo, sono finite anche nell'lntenio e sulle 
superficie del medesimo e sono sempre discontinue nel pas- 
sare dall' esterno all' interno della massa attraente, o da una 
parte delio spatio ad «n'ahra nella quale la densità della 
massa offra una discontinuità . Infatti , quando il punto at- 
tratto è sella massa attraente, imagtniamo una sfera de- 
seriiia col centro in e con un raggio piccolissimo e, e la 
porzione di mas^a compresa in questa sfera potrà supporsl di 
deasità costante ed eguale al valore di f nel punto 0; il po- 
tenziale P relativo al punto sarà eguale alla somma di due 
potenziaii P^ e F, essendo P' il potenziale della piccola sfera» 
e P" il potenziale della massa del corpo rispetto alla quale 
è esterno. Onde avremo : 

P = P' -h P*» , 

d'P d»P d^" 

d«* " dtT ^ da* 



ed essendo nel punto finite le derivate seconde di F e P^ 
avranno valori finiti in questo punto ànche^ le derivate se- 
conde di P. Avremo inoltre : 

A«P=iA*P'4-A«P", maA*P"«=o, eA«F« — 4frp 



iPi«Pi 



onde : 

DiUKine la somma delle tre deriv:^e seconde dei potenziale: 

:7-r- -H 3-7r -h 3-r che è nulla se è esterno, diviene 
d^ dir oc* 

uguale a — 4ffpseOè interno e qnindi nd passaggio dal- 
l' esterno air interno questa somma cambia bruscamente di 
valore. 

Da tutto ciò che abbiamo dimostrato si racco^ che il 
potenziale P di una massa di forma qualunque, di densità 
costante o variabile, ha le seguenti proprietà : 

i»® t una funzione delle coordinate del punto attrat- 
to^ finita e continua in tutto lo spazio; quando il punto at- 
tratto è air infinito s' annulla, e il prodotto della medesima 
per il raggio vettore del punto attratto rimane sempre una 
quantità finita; 

2.^ Le sue derivate prime sono finite e continue in 
tutto lo spazio ; quando il punto attratto è air infinito s' an- 
nullano, ed i prodotti di esse per il quadrato del raggio vet- 
tore del punto attratto rimangono sempre quantità finite ; 

3.^ Le sue derivate seconde sono finite in tutto lo 
spazio, sono continue in tutto lo spazio eccettuate le super- 
ficie attraverso le quali la densità è discontinua, e sodisfano 
alla equazione: 

A»P =— 4^^, 

dove p ò la densità della massa nel punto attratto se é in- 
terno alla massa stessa, ed è eguale a zero se il punto è 
esterno. 

Queste proprietà sone le caratteristiche del potenziale, 
cioè lo definiscono compiutamente, e non possono esservi 
due funzioni che godano delle medesime proprietà e siano 
differenti. 

Questo importante teorema è dovuto a DirichleU 
Prima di passare a dimostrarlo conviene notare ^e la 
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espressione: funzione delle coordinale di un punto, o fun- 
zione dì un punto, è qui usata nel senso più generale ; ci|è 
chiamiamo funzione di un punto o^ni quantità che ha un 
valore determinato per ogni posizione del punto stesso sen- 
za curarsi se questo valore può determinarsi in tutto lo spa- 
zio mediante le stesse operazioni di calcolo effettuate sui 
valori delie coordinate, oppure se nelle differenti parti dello 
spazio occorrono differenti serie di operazioni di calcolo, 
oppure se non si possa dare nessuna serie generale di ope- 
razioni di calcolo, mediante la quale se ne ottengono i va- 
lori nelle differenti piarti dello spazio, cioè non ci curiamo 
di sapere se vi è una espressione analitica, se ve ne sono 
più o se non ve n*è alcuna che dia questa funzione. Nel- 
V analisi e nelle aplicazioni alla fisica matematica è impor- 
tante questo concetto. 

f Supponiamo ora che P e P' siano due funzioni che so- 
disfino alle tre condizioni sopra esposte. Poniamo: 

(I) P — F = V . 

Avremo per tutti i punti dello spazio, fuorché per i punti 
delle superficie nelle quali, passando dall' una air altra par- 
te, si ha una discontinuità nelle densità: 

A» V « , 

e in queste superficie di discontinuità avremo A* V uguale 
ad una quantità finita per ora incognita ma che troveremo 
essere uguale a zero. 
Pertanto avremo: 

qualunque siano i limiti degl' integrali ; perchè i valori dif- 
ferenti da zero che potrebbe avere A' V non possono fare 
acquistare valori finiti air integrale triplo non occupando 
uno spazio di tre dimensioni.. 



P^WHir—W I— II^IW I I» ' ■■P J^B Wi gf l^^^ Wt ■■ ■M ^f 



1 
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Cominciamo dal considerare V integrale : 

rf'V 



JjlJ^y ^ dx dy dz 

Essendo V e -=-^ quantità sempre finite, potremo ef- 
fettuare un integrazione per parti rispetto alla variabile x\ 
ed estendendo V integrale stesso tra -^ a e — a, avremo : 

dV 
essendo V •^ — una funzione continua di x. Operando ana- 
logamente sopra gli altri due integrali, si ottiene: 

/[('£).-('SL]*--#[('a-('l^)..>- 

a ~ -a 



Ora a cagione delle proprietà 1.^ e 2.» di P e di P', a Va e 
fl' (-7 — ) si mantengono sempre finite; quindi si potrà de- 

\CbX /a 

terminare una quantità costante k di cui 



L\ da?7a \ rfx/^aJ 
si mantiene sempre minore; avremo dunque: 



90 



-a "« 

e quindi: 

#[(vS).-('Sj''»*= 



= o; 



cosi degli altri due integrali. Dunque Vivremo: 

#•"00 

ma essendo la quantità sotto il segno sempre finita, conti- 
nua e positiva^ dovrà essere: 

dx dy dz ' 

onde: • 

V = -costante. 
Ma air infinito, P = P' r= o, quindi sempre: 

P ^ P' = V = , 

come volevamo dimostrare e: A'V =so anche sopra la su- 
perficie come avevamo accennato. 
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IV. 

Teorema di Green. 

Uno spazio dì tre .dimensioni si dice connesso, «quando 
si può andare con continuità senza escire dal medesimo da 
uno ad un altro qualunque dei suoi punti. Si dice semplice- 
mente connesso quando ogni superficie chiusa S tracciata ,nel 
medesimo, limita completamente una parte T dello stesso 
spazio in modo che non si possa uscire da T senza attraver- 
sare S, e quando ogni linea chiusa / tracciata in esso può 
servire di contorno ad una superficie continua S, contenuta 
tutta nello spazio medesimo. Rer esempio, lo spazio racchiudo 
da una sfera è semplicemente connesso; quello racchiuso da 
un involucro sferico è connesso mu non semplicemente, per- 
chè una superficie sferica compresa tra 1* interna e T esterna 
superficie delFìnvolucro non limita da sé sola una parte del- 
r involucro ; un anello è connesso ma non semplicemente, 
giacché il suo asse interno non può formare il contorno d*una 
superficie continua contenuta tutta quanta neiranello. 

Sia ora R uno spazio connesso. Supponiamo che non 
sia semplicemente connesso, ma si ottenga togliendo da uno 
spazio connesso limitato da una superficie chiusa S gli spa- 
zii connessi limitati dalle superficie chiuse S', S", S'",.... in- 
terne ad S. Siano U e V due funzioni dei punti di R che si 
conservino insieme con le loro derivate prime seoipre fini- 
te e contìnue in R. 

Prendiamo Y integrale triplo esteso a tutto lo spazio R : 



-//re 



dU dV^ dU dV rfU dV 
{die dx dy dy dz dz, 

integrando per parti, abbiamo: 



j dxdydz 



ffft S^'*^=#(«S)%'^-#"S'^*'"- 



dove la quantità tra parentesi sotto V integrale doppio (leve 
essere limitata ai tratti lineari paralleli ali* asse delle x com- 
presi nello spazio R e per ottenere questa limitazione^ es- 

dV 
sendo U -^~- quantità sempre finita e continua in R, ba- 
ri V 
sterà prendere le differenze dei valori che riceve U -j — 

nei punti delle superficie S, &\ S''... quando un punto che si 
muova parallelamente all' asse delle x verso il piano y z 
entra nello spazio R e quelli che prende la stessa quantità 
quando il punto esce dallo spazio R. Avremo dunque, distin- 
guendo con apici questi valori: 



ff^^> "'-/«. 'é'y^'-ff^' S"»"' ^/"-^ * * 



Ora indicando con da in generale Y elemento di superficie 
e con a l'angolo che la parte interna della normale fa col- 
r asse delle x^ avremo : 

dy dz =^ dt: da cos a, 

dove gli elementi 'superficiali essendo essenzialmente posi- 
tivi dovrà prendersi il segno -+- se a è acuto, il segno — se 
a è ottuso. Ma quando il punto che si muove verso il piano 
y z parallelamente ad x entra in R \ angolo a è ottuso, e 
quando esce è acuto, dunque avremo: 



#(« k)"»* = -/"• TF''"»'"-/"'^ '^""' 



-/' 



U, -j— d(S cos a • 
QiX 



e gli integrali sono estesi in modo che l'insieme sia esteso 
a tutte le superficie che limitano R; onde distinguendo con 
apici gli elementi da e gli angoli a relativi alle superficie 
S, S', S"..., avremo: 

Ora dinotando con p, p\ p" .. . le normali alle superficie 
S, S'. . . si ha : 

d X dx 

— — =3 COS a , -=— p == COS a , .... 

dp dp' 

onde : ^ 

e finalmente, sostituendo nel valore di 0: 

Analogamente operando relativamente alla funzione V, 
si ottiene: 

-.0 = 2/v^(^a4^ /TT'v A' U dx dydz , 
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e quindi ; 



(2) 2,rv^ de 4- fn V/i'Vdxdydz 

= 2 A^ da -f- ffì y £i^Vdxdyd2. 



Se lo spazio R ia cui le funzioni U e V si conservano 
finite e continue insieme colle loro derivate prime fosse 
semplicemente connesso, nella equazione (i) sì potrebbero 
estendere gì' integrali doppi a una sola superficie chiusa qua- 
lunque contenuta nello spazio R, e gì' integrali tripli a tutto 
lo spazio racchiuso da questa superficie. 

Supponiamo ora che la funzione U cessi d'essere finita 
soltanto in un ptintò dello spazio R. Allora l'equdzione (2> 
varrà in tutto lo spazio T che si ottiene togliendo dallo spa- 
zio R uno spazio piccolo quanto si vuole , che racchiuda il 
punto 0; ossia se alle superficie S, S'... aggiungiamo una sfe- 
ra 8 col centro in e con un raggio infinitesimo e; avremo 
dunque: 






ÓDve gl'integrali tripli devono essere estesi a tutto lo spa- 
zio precedente meno la piccola sfera . Ora se U diviene in- 

6 

finito nel punto come -^ essendo r la distanza da un pun- 
f 

to qualunque al punto 0; cioè se lim r U è eguale ad 
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una quantità finita e, avremo suUa superficie della piccola 
sfera 



€ 



dV /rfU\ 



_ /_\ — L 

dp ^Vd7A=^^ a' ' 

e quindi: ' 

/U-i — d8 = € e 1 -; — sen S ddd(t) 
dp J dp 

pf^ ds = — e /\sen0ded(|) = -.4rrV'e, 



essendo V il valore che prende Y nel puii4o (X. L'integrale 
triplo esteso alla piccola sfera dà: 

JJJUA«Vrfa?dyd;2r = eA«V JJJrdrsen9d6d({)=2fff'A*V 
e poiché nello spazio racchiuso dalla piccola sfera abbiamo : 

A» U == A* — = ; 
r 

V altro integrale triplo esteso a questo spazio sarà : 

JJJVA'D dx dy dz = o; 

onde per e infinitamente piccolo la (2) diviene : 

(3) ^ pJ ~ dc^ -i- fì7\} à^y dxdy dz =^2. /y ^dcr-f- 

-f- J JJ V A' U d« dy d0 — 4 ;r V e. 



e gli integrali sono estesi come oeir equazione (3). Dalla e- 
quazione (3) che constituisce il teorema di Green si deducono 

vari teoremi molto importanti . Prendiamo U =— essendo r 

il raggio vettore che parte da un punto qualunque nel- 
l'interno di R e r equazione (3) diviene: 

d — 

dove r ultimo integrale deve essere esteso a tutto Finsieme 
delle superficie che limitano lo spazio R. L'equazione (4) ci 
dice che una funzione finita e continua qualunque è deter- 
minata in uno spazio R quando si conoscono la somma delle 
sue derivate seconde, e i valori di essa e delle sue derivate 
prime alla superficie. Sia U «= I, sarà: 

dx dy dz ' 



e sia inoltre A' V «= — ^^r p ; i* equazione (ì) darà: 
-d\ 



(s; 



l I -1 — rf<j =: 4 ^ /// p dx dy dz . • 



Dair equazione (5) si deduce il seguente teorema : 

i.^ Se y indica il potenziale di una massa qiuilunque, 
V integrale : 



iitj dp 



dV 

" a 



esteso a una superficie chiusa è eguale alla quantità di massa 
contenuta nello spazio racchiuso da questa superficie, e quin- 
di è eguale a zero se in questo spazio non vi esiste nessuna 
porzione dì questa massa. 



wmn 



27 
Poneado nella equazione (3) V = 1, e A' U = o, si ot- 
tiene il teorema: 

2.® Se U è unuf funzione finita e continua in tutto lo spa- 
zio chiuso da una superficie^ fuori che in un punto dove di- 

viene infinita come — , denotando r la distanza dal punto 0, 

€ A' U = ; avremo : 



i fdV 
*n J dp 



estendendo l'integrale a tutta la superficie. 

Quindi se U =3 -^ abbiamo il seguepte teorema dovuto 

a Gauss. \ 

3.° ^integrale : 



AnJ d 



d± 

'-de 
P 



esteso a tutta una superficie chiusa qualunque è eguale a zero 
alla unità, secondo che il punto origine del raggio vet- 
tore rè esterno o interno allo spazio racchiuso da questa su- 
perficie. 

Se U = V avremo : 

-+. ]]] V A' V da? dy dz . 

Onde se! A' V = e V costante sopra la superficie, 
sarà; 

fff (j^-^ If-^S) <i^<^y<i'-o, 



^ 



estendendo l' iniegrake a tallo lo spazio racchiuso dalla su- 
perficie. Quindi se V in questo spazio è finito e continuo, 



0, 



dx dy dz 
V = costante; 



e abbiamo il seguente teorema: 

A.^ Se y è una funzione finita e continua insieme colle 
sue derivate in uno spazio limitaio da utia a piit superficie 
chiuse, sodisfa all'equazione: A* V =. o ed Aa un valore co^ 
stante sopra tutte le superficie, sarà eguale a questa costante 
anche in tutto lo spazio racchiuso dalle superficie stesse. 



Superficie e strati di livello . 

Sìa Y il potenziale di ima (nassa M; le supierficie vappre- 
sentate dall' equazioni della forma : 

V = costante, 

da Chasles sono state chiamate superficie di livelh- 

Queste superficie godono la proprietà che la direzione 
della risultante dell'attrazione esercitata dalla massa M so- 
pra i loro punti è normale alle superficie medesime. Infatti 
ìmaginiamo .una lìnea qualunque tracciata sopra una di que- 
ste superficie, e che passi per un punto m qualunque della 
medesima. Se denotiamo con s la lunghezza dell'arco dì 
questa linea contata a partire da uno qualunque dei suoi 
punti, r equazioni della curva potranno porsi sotta la forma; 



X =0? (s), y = y (s), r«=»r (s); e avremo idenlicamenle : 
V [ ^ (s), y (s), s' (s) ] = costanl* ; onde : 



dV 


da? dV 


dy dV dz 








dar 


d« dy 


d& dz ds 







dx dy dz 
ed essendo -r—, 5" » T* • coseni deg^i angoli detta tangente 

„ ,. . , . dW dy dy , 

alla linea con i tre assi, e -r— , -?— , -j— le componenti 

dx dy dz ^ 

deir attrazione secondo i tre assi, la componente nel senso 
delia tangente sarà nulla» ossia la componente in un senso 
perpendicolare alla normale, è sempre nulla e dunque la ri- 
sultante dell'attrazione è normale alle superficie. 

Le superficie di livello formano un sistema di superficie 
r equazioni delle quali differiscono soltanto per il valore di 
una costante, e poiché ali* infinito il potenziaie ha un valore 
costante ed eguale a zero, una superficie di questo sistema 
sarà una sfera di raggio infinito col centro non situato al- 
l' infinito. 

Determiniamo ora le condizioni necessarie e sufficienti 
affinchè un sistema di supericte possa essere un sistema di 
superficie di livello rispetto ad un potenziale. 

Sia: 



(0 fi^> Vy 2, A) = 



r equazione di una superficie di un sistema, e V equazioni delle 
varie superficie del sistema si ottengano dando a x tutti i 
valori compresi tra due limiti dati x^ e X| . 

Se esiste un potenziale V di una massa M esterna allo 
spazio compreso tra le superficie (x^) e (x,) , rispetto a cui 
le superficie di questo sistema sono di livello, questo poten- 
ziale dovrà essere una funzione della sola quantità x, perché 
deve variare soltanto col variare di x. Ma in tutto lo spazio 
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compreso tra le superficie (xj e (x,) , esterno alla massa M 
di cui è potenziale V, si ha : 

(2) A« V =: 

e y funzione della sola A; quindi : 

e posto: 



avremo : 



(3) 



rf X* A» X 



dV "" Ax 



dx 



11 primo membro deve essere funzione della sola x, e 
quindi anche il 2^ non deve contenere altre variabili che x. 

Dunque chiamando con Lamé, A x il parametro differen-- 
ziale di i.° ordine e A'x il parametro differenziale di 2.° or- 
dine del sistema (1), potremo dire : affinchè le superficie del 
sistema (1) siano superficie dì livello è necessario che il rap- 
porto dei suoi parametri differenziali sia una funzione della 
sola X. 

Affinchè poi Y sia un potenziale è necessario inoltre che 
siavi un valore di x a cui risponda una superficie d' equa- 
zione (i) che sia una sfera di raggio infinito e col centro 
non situato all'infinito. 

Queste condizioni sono sufficienti perchè il sistema (1) 
sia di livello . 

Infatti, essendo il 2.® membro dell'equazione (3) una fun- 
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zioDe della sola x che potremo rappresentare con i^ (a), avrie- 
mo, integrando : 

rfV p 



= '/ 






ìndìcaodo con A| il valore di A che corrisponde ai punti del* 
la sfera di raggio infinito, avremo poiché ivi si ba: Y^^o: 



■r^ 



^ J <PW à\ 



Ora se ({> (A) si mantiene insieme colle sue derivate 
prime finita e continua in tutto lo spazio compreso tra le due 
superficie (A^) e (A^), Y è una funzione che in questo spazio 
si mantiene sempre insieme colle sue derivate prime finita 
e continua, quindi essendo 

A« Y = , 

dall'equazione (4) del paragrafo precedente avremo: 

Y' = J- A(y^ ^ LÈlSd. 

kit^ \ dp r dp/ ' 

e questo integrale deve estendersi a tutta la superficie (A|) e 
a tutta la superficie (\). Ma sopra la superficie (A|), cioè al- 
l' infinito, abbiamo : 

dp 
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quindi la parte d' integrale relativa a (X4) è uguale a ze- 
ro. Sopra la superOcìe (A^) V è uguale a una coatante che 
chiameremo V,; abbiamo dunque: 

^n J dp •/ r dp 

dove r integrale deve estendersi alla sola superficie (a^). 
Ora per il teorema s3.® del %. lY. , essendo i punti dello 
spazio in cui si consittera la funzione^ esterni alle superficie 
cui si riferiscono, Y integrale : 




onde: 



4wj/ r dp 



e se il senso dell' aumento della anormale «i prende invece 
che dalla parte interna dello spazio compreso tra (Aq) e (X/) 
dalla parte interna della superfice {\), bisognerà cambiar 
segno ed avremo: 



knj r dp 



Ma: 





dV dy dx 
dp ~ dx dp ' 




dx dx dx dx dy dx dz 
dp dx dp ' dy dp dz dp 


dx 


dx 1 dy dx i dz dx 1 


dp 


dx t/Tx ' dp dy t/AA ' dp dz VKx 
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Onde: 

dp "^ dp dk ^ 

quindi : 

CyTkdd 



_ 1 dV r 

4;r dA J 



Imaginiamo ora prolungatele normali della superficie (A^) di 
una lunghezza dp proporzionale aJ/ST; T estremità di que- 
sti prolungamenti formeranno una superficie L infinitamente 
poco differente dalla superficie (A^), ed è chiaro che T sarà 

dV 1 

il potenziale dello strato omogeneo di densità -; com- 

d A 4^ 

preso tra le superficie L e (AJ al quale il sig. Chaèles ha 

dato ir nome di strato di livello^ e-avremo il seguente feoi^ema.' 

// shtema di super fick rappresenmo dedC eqmsiane : 

T (x,y, Zy X) =0, 

sarà un sistema di superficie di livello soltanto quando il rappor- 
to del parametro differenziale di 3.^ ordine A* A al parametro 
differenziale di i.* ordine A A é una funzione della sola A ; vi è 
un valore k^ di A per cui una superficie del sistema diviene una 
sfera di raggio infinito col centro non situalo ali* irifinilo^ e 
queste superficie sono di livello rispetto al potenziale d'uno 
strato omogeneo compreso tra una superficie del sistema e un 
altra superficie che è il luogo geometrico delle estremità delle 
normali prolungate di lunghezze infinitesime proporzioncUi a 
J/AA. 

Il potenziale d'uno strato di livello nei punti esterni à 
costante sopra ogni superficie di livello e varia da una di 
queste superficie ad un' altra. 

Poiché la funzione V è costante sopra le superficie 
dello strato di livello 'e nello sdazio racchiuso da questa su- 
perficie sodisfa alle cbndlzio'ni dérteore\ha 4.^ del §. IV. , 
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sarà costante in tutto questo spazio, e avremo il seguente 
teorema : 

// potenziale di uno strato di livello nello spazio rac- 
chiuso dalla sua superficie è costante. 

Siano ora le superfìcie rappresentate dalle equazioni ; 

f (x, y, z, K h) = , 

superficie di livello per i valori di A comprasi tra due limiti 
Aq e A(. Vediamo quali condizioni sono necessarie e sufiicìenti 
perchè gli strati di livello siano gli strati compresi tra due 
superficie corrispondenti ai valori A e A + dA. Perciò ba- 
sterà che le porzioni di normali alle si/perficìe (A, A) in- 
tercettate tra (A, A) e (A, A -+- d A) siano proporzionali a 
y ^ A, radice del parametro differenziale di i.® ordine. Sia 
(a?, y, z) un punto della superficie (A, A); x-^dx^y-hdy, 
z -+- dz il punto dove la normale alla superfìcie (A, A) nel 
punto (a?, y, z) incontra la superficie (a, A -H dk). Se chia- 
miamo dp la lunghezza di questa normale^ avremo: 

, dp df . dp df .^ dp df 

e dovendo- essere il punto (x -+- dx, y -f- dy, z -^dz) \xxi 
punto della superficie (A, A-+-dA) avremo : 

lLdx^±Ldy -^-^dz ^^dh^o, 
dx dy ^ dz dh 



ossia : 



àV V^f ^^^'^ = ^' 



ed essendo . 



df dx d£ d£ ^^_à£ d£ dA df 

^^^ Jx dx'^ dx ' dx dy'^ dy ' dA dz dz' 



35 



e quindi : 



abbiamo 



^^=if- 



IL ±L 

-y=f= = db j— dh. 



Quindi affinchè gli strati compresi tra le superficie (A, h) e 
(A, A + d h) siano di livello ed abbiano per superficie di 
livello le superficie (A) è necessario e sufficiente che ol- 
tre ad essere sodisfatta la equazione (3), sia eguale ad una 
quantità costante il rapporto : 

df df 



dx dh 

Dovranno dunque essere sodisfatte le due equazioni : 

(b) A» A = (f) (A) A A , 



,0, A/ _•.(») ifif. 



dove <p è una funzione arbitraria di A e di A, e d è una 
funzione arbitraria della sola A. 

Derivando la prima delle equazioni (a) rapporto ad x 
abbiamo: 

jV ^ dV dx ££ d>}_ df d'x' 

dx* ^ dxdx dx'^ dx* dx* '^ dx dx*^^' 



Moltiplicando per -^ ed osservando l'equazioni (a) si ottiene: 
dx da? dx dxdì^ "^ dx* dx dx* "^ dx» dx» ■^°' 



e due altre analoghe per y ez. Sommando queste tre equa- 
zioni abbiamo: 



^^ f d\ ^ dX d)}'^^^ dA« ^ ^-«' 

onde, l'equazione (b) prende la forma 

(f(X)A/' d /A/- 



AV + 



d/" dA 

dA 



§)- 



e quindi a cagione. della equazione (e): 



(d) AV-^d(h)$(A)|^-e(h)^=o.' 



L'equazioni (e) e (d) esprìmono le condizioni necessa- 
rie e sufficienti affinchè f= o rappresenti un sistema di su- 
perficie di livello, per le quali ai dififerenti valori di x corri- 
spondono le differenti superficie di livello, e gli strati di 
livello siano compresi tra due superficie corrispondenti ai 
valori A e A -+- dA. 

Prendiamo ora l'equazione /* = o, sotto la forma ; 

/•-F- vKh):=0, 

dove F non contiene A. 
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Avremo : 

^f df df dV 

JTdT-^'dh '^^^' -Tx-TT 

AV<s= A'F, If^ AF 

e poniamo: 

— H = S (h) ;^' (h) . 

L' equazioni (e) e (d) diverranno : 

A» F = H (p (A) 

onde abbiamo il segaente teorema: 

Affinchè il potenziale di una massa omogenea compresa 
tra due superficie del sistema: 

F (^, y, Zy K) — ^ (h) == ò , 

corrispondenti a due valori di h che differiscono tra loro 
di wia quantità infinitesima, abbia per superficie di livello, 
le swpwfieie del sistema: 

F (a?, y, z, A) — ;|/ (b) = 

corrispondenti ai diverM valori di a compresi tra A© e a, , cU 
valore A, corrispondendo i punti all' infinito, è necessario e 
sufficiente che in questo spazio siano sodisfatte le due equazioni : 

(4) AF=-h4^, 

d A 

(5) A» F = H (?) (A) , 
dove H è funzione soltanto di h. 
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VI. 



Potenziale di una massa omogenea compresa tra due 
ellissoidi omotetiche. 



Si voglia il potenziale di una massa omogenea M che 
occupa lo spazio compreso tra due ellissoidi omotetiche le 
quali hanno per equazioni : 



(') , -^ + ^ H- -jr - V , 



« ^ * -^ - ^ = »■• 



Prendiamo l'equazione: 
(3) F — ^» = Ao?* -+- By' -f- C^* — A> = o, 



e se è possibile, determiniamo A, B e G in funzione di K 
in modo che si abbia : 



W ^^--H-sf. 



(5) A« F = H $ (X) 



e per x = o siano: 



(6) A = -l, B = i^, C=J,, 
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e per A = oo : 

a? = y = z «= 00 . 

Sostituendo i valori delle derivate di F nella equazio- 
ne (k)y abbiamo: 

onde : 



"4^ = -**'. 



»l^ = -*--. 



dC 



Integrando , ponendo H = J!» , ed osservando che per 
A = ^debbono aversi l'equazioni (6), si ottiene: 



* ~ o' + A ' 



B ' 



,« _L 1 ' 



6»-t- A 



C*-4- A 



M 












e quindi 


r equazione 


(3) diviene : 






(7) 


x' 


y* 


.1. 


2' 




a*H- A ' 


6»H- 


A ' 


C»-+- 


A 


e per a : 


= 40 si ha : 












a: = » 


= z 


= 00 





AV 



Sostitoeodo le derivate seconde di F nella equazione (5) 
abbiamo: 

(8) ^ + éT^x -^^ = 2^W- 

L' equazione (7) che rappreseùta un sistema di superfi- 
cie omofocali tra loro e coli' ellissoidi di equazione (i) e 
(2) per y^ = Aq ed A := Af, daranno per tutti i valori reali 
di A compresi tra o e oo altrettante superficie di livello 
dello strato omogeneo compreso tra due ellissoidi omotetiche 
corrispondenti a A =r o, e ad A e A + d A. Il potenziale di 
questo strato sarà nello spazio esterno ad esso: 



p. ^ e/ 



-J^(A)dA 

e 



e ponendo mente alla equazione (8): 

» = C f ^^ 

^" y V(a*-4-A) (6"-f-A) (c«^A)- 

dove, se ( ^, >j, ^ ) denotano le coordinate del punto at- 
tratto, A è determinato dall' equazione: 

^* >)' V" 



Per determinare C osservo, come altre volte, che si ha: 



lim Pei = M = I ff afte A'dA , 

/ = 00 



essendo l il raggio vettore del punto attratto . Ora col cre- 
scere di l, i semi assi: 



A Va* H- A , A 1/6» -4- A , A Kc» 4- A 

deir ellissoide cbe passa per il punto attratto s'avvicinano 
indefinitamente ad l, quindi : 

lim A» (a* -+- A) = lim A' (6» -t- a) = lim A* (e* -i- a) = /* , 

/«m AMA :^ 2/d/; 
e quindi: 

*2Ad/ 



/2Ad/ 



lim _ 

i 



onde: 

C = ^ nubchdh, 
e: 

^,0) ^,^2.afr.AdAy^p===^=^ 



A) 



Nella superficie dello strato il potenziale, che è una fun- 
zione continua, s* ottiene ponendo A =: o, e questo sarà il va- 
lore nella faccia interna della superficie e in tutto lo spazio 



u 
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racchiuso dallo strato, perchè vi deve rimaDcre sempre co- 
stante, e abbiamo: 



/dx 
y/(a'-hA)(6-^.A)(c^ 



A) 



Per avere il potenziale Pc dell' involucro compreso tra le 
due superficie (1) e (2) rispetto ai punti esterni, dovremo 
prendere l'integrale del 2.® membro della equazione (10) ed 
estenderlo tra i limiti Aq ed A^ . Per avere il potenziale Pc' 
rispetto ai punti dello spazio racchiuso dal medesimo involu- 
cro, dovremo fare lo stesso col secondo membro dell'equa- 
zione (li). Avremo dunque: 



dove tra x ed h esiste la relazione (9) : 

(13) Pe'=2;ra6c fhdh f-TTn ,, ,.^ ^ .w t w 

Se indichiamo con A^ e x^ i valori di A dati dall' equa- 
zione (9) quando in essa per h si pongano i valori h^ e h^^ 
e se integriamo per parti nell'equazione (12) si ha: 

A} ^* i' ^ \ d 



*)(«'+« 
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Integrando oell' equazione (13) abbiamo : 

Pe' = .abc (V_ V)y^;;^^^^5^:^==f^ 



Per avere il potenziale Pi relativo ad un punto che fa 
parte della massa dell'involucro, ed è di coordinate (^, >}, ^), 
conduciamo per esso un' ellissoide omotetica alle due su- 
perficie deirinvolucroy di equazione: 



a* 6' e* 



essendo h^ y> h ^ h^^. il potenziale Pi si comporrà del po- 
tenziale P' deir involucro (A,, h) e del potenziale P" del- 
l' involucro (h, Hq) relativi al punto (^, vi, ^) che è sulla 
superficie interna del primo ed esterna del secondo. 
Avremo cioè: 

Pi =. P' -H P" . 

Ma: 



dx 



P" = .«6c.(*'-V)/p^^^ 



. . . . - -t-A) (c'-t-A) 



J \ a'+A b*-t-\ c'-f-A/ l/FSnpAWF 



\ 



|/(oVA)0'-f.AXc*-(-A)' 



onde: 



(15) P. = T«ftc(V-/0/-7^=^^=fp^) 



Per avere il potenziale esterno e interno dì una ellissw- 
de basterà porre nelle formule (14) e (15) A, = o , x, <= oo 
e quindi avremo: 

OD 

(i6)f,=^abej (V-^rp^-ft^Ix-^Tx} ^ («'h-x)(6'+x) (cV)' 



(17) Pi=.a6c/(v--J-.-.^-^ p===^==^. 



Ponendo a' = 6* = c* = R% A = i , avremo il potenziale 
della sfera. Poniamo: 

^» -H ,,« ^, ^« == r» . 
Integrando si ottiene facilmente : 

P.= Y-y- 



come avevamo trovato nel §.2. 

Si può verificare facilmente l'espressione del potenziale 
che abbiamo dato per mezzo del teorema di DiricMet. 



VII. 

PotenzMe di una super fieie. 

Supponiamo che dai panti di una superficie emanino 
delle forze attrattive e ripulsive che agiscano in ragione 
inversa del quadrato della distanza dal punto attratto e re- 
spinto; denotiamo con p T intensità delle loro azioni sopra 
r unità dì materia concentrata in un punto situato alla di-* 
stanza uno, se riguardiamo p proporzionale alla densità della 
materia da cui emanano le forze, avremo la legge di Newton 
per queste forze^ cioè saranno anche in ragione diretta delle 
masse. Per distinguere le forze attrattive dalle ripulsive, baste- 
rà prendere positive le densità dei punti attraenti e negative 
quelle dei punti ripellenti. Così potrà accadere che sopra 
una superficie sia distribuita una massa nulla, e ciò acca* 
drà quando la somma algebrica dei prodotti delle densità 
per gli elementi di superficie al quali appartengono, sarà 
eguale a zero; e questa massa nulla potrà produrre una azione. 

Le componenti dell'azione di una massa distribuita so- 
pra una superficie dipenderanno, come nel caso di masse 
che occupano uno spazio di tre dimensioni, dal potenziale, 
che denotando con d (t gli elementi della superficie , eoa 
2 X, y, le coordinate del punto attratto e con x\ y\ z* quelle 
di un punto qualunque della superficie, sarà: 

da 



/da 



essendo • 

Quando il punto attratto è all' infinito, r = od, e quin- 
di tutti gli elementi sono nulli e P =a o. Prendendo il si- 
stema delle coordinate polari e denotando con r' il raggio 
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vettore dei punti della superficie » con r" quello del punto 
attratto e con d rangole che essi fanno tra loro, avremo: 



Pr" t=n ' ^- 






cos d 



Quindi per r" = oo , avremo : 

/tm Pr"= J pd(T = M; 

ossia il limite di P moltiplicato per il raggio vettore del 
punto attratto, quando il punto attratto va all' infinito, è u- 
guale alla totalità della massa ossìa alla massa attraente me- 
no la repellente. 

Si dimostra pure come nel caso di una massa solida 
che la funzione P e le sue derivate sono funzioni finite e 
continue per tutto lo spazio, quando se ne esclndonp i soli 
punti della superficie sopra le quali sono distribuite le masse 
attraenti e repellenti e sodisfano alla equazione : 

A*P — 0, 

e che le derivate prime si annullano all' infinito, e molti- 
plicate per i quadrati delle coordinate del punto attratto 
convergono verso quantità finite coli' allontanarsi indefinita- 
mente di questo punto. 

Prima di passare a determinare come variano P e le 
sue derivate prime quando si attraversa la superficie pas- 
sando dallo spazio esterno all'interno della medesima e vi- 
ceversa, determiniamo il potenziale d'una massa attraente 
distribuita uniformemente sopra una superficie sferica . È 
chiaro che a cagione della simmetria intorno al centro, il 
potenziale sarà una funzione del solo raggio vettore del 
punto attratto^ e quindi prendendo le coordinate polari r, d, ^ 
e il polo nel centro, sarà: 

rfP _ c/P _ 



w 



e l'equazione: 



darà: 



A" P = , 






ossia: 



dr 



P = - -f- e' 
r 



Per i punti esterni alla sfera dobbiamo avere per r = oe> 
P =0^ onde c'aio. Deve essere inoltre: 

«m P r «= M = 4 fr p R» , 

denotando eon R il raggio della sfera e con p la densità 
costante. Quindi il potenziale esterno sarà : 

"e = — — - . 



Per il potenziale Pe' interno basta osservare che deve essere 
sempre finito, quindi anche per r^==o; dunque sarà: 

Pe' = & . 

Per determinare e* basta dunque che si determini Pe' 
per un, punto interno, per esempio, il polo . Abbiamo allora : 

P, = pR r TsenMSd* == 4frpH, 

*o 

onde : 



Si vede che per r = R i dae valori del potenziale in- 
terno ed esterno coincidono, dunque il potenziale è una 
funzione finita e continua io tutto lo spazio. 

Abbiamo poi: 

dPo ^ _ 4ffRV ' d Pi 

dr "^ r» ' dr *^ * 

Onde: 

Le derivate prioi^ prese secondo la normale alla super- 
ficie nel passare dall' esteroo all'interno variano bruscamente 
di 4 9r p; dunque le derivate prime sono funzioni sempre 
finite ma discontinue d«1 passare attraverso alla superfìcie. 

Determiniamo ora il potenziale di una massa attraente 
distribuita sopra un' ellisBoide di equazione : 

or 6* e* 

La densità in ogni suo punto sia proporzionale alla por- 
zione di normale loiercettata tra essa e V ellissoide omoteti- 
ca corrispondeote ad ii h- <2 A. 

Abbiamo trovato nel numero precedente il potenziale 
di questo strato di livello cbe per un punto esterno è dato 
dalla formula : 



X)' 



p. = 


Cl-/«fi»lirll. /_ 


d\ 




^ 'zìiaoc nah / 77== 


* -+- X) (6' -f- 


X) (c ■+- J 


essendo 


(Ì,y YiyK) \et coordinate del punto 


attratto e 




^* . "' 




= /»»• 




a»4-X ^ 6» -HA 


^ H • 



k9 
e per i punti interni alla soperficie : 



J y{a^ -+- X) (6" -4- X) (e* ■ 



Per i punti della superficie bisogna porre a sa o e abbiamo: 





• 



Pe « Pe' . 

Dunque il potenziale è una funzione finita e continua in 
tutto lo spazio. 

Per quello che abbiamo dimostrato alla fine del §. 1.® 
abbiamo: 

dPe ^-^ dPe^ _ _ ^nabchdhyKT ^ 

dp ^ ^ dx ~ K(a'"-4-x) (^*-hA)(c*-t-x) ' 

dp ^ dx 

Ma, denotando con p la densità, si ottiene facilmente: 

Quindi: 

/dPe\ , /dPi\ 

La derivata prima secondo la normale all' ellissoide varia 
bruscamente di 4 ;rp passando dall' esterno all' interno della 
medesima . 

Osserviamo che il potenziale di tutta la massa distribuita 
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IBuir ellissoide può riguardarsi come composto di due poten- 
ziali, uno P.' relativo ad una parte e' della superficie, e uno 
V* relativo alla rimanente e" della medesima, cio^ : 

p =. P' -t- P" . 

• 

Ora prendiamo un punto m nella superficie e\ Per quanto 
piccola sia la parte di superficie e\ quando si fa muovere il 
punto attratto nello spazio esterno, e poi attraversando e' in m 
si fa passare nello spazio interno, la funzione P" e le sue de- 
rivate prime si mantengono sempre finite e continue, quin- 
di la difi'erenza delle derivate prime rispetto alla normale 
in m nella faccia interna ed esterna della superficie avranno 
una differenza infinitesima, ma queste derivate del poten- 
ziale P differiscono di 4;rp; dunque anche le derivate me- 
desime di P' differiranno di 4 tt p . 

Dunque le derivate rispetto alla normale di un elemento 
ellissoidale sopra la faccia interna ed esterna del medesimo 
differiscono tra loro di 4 w p . Poiché P e P" rimangono 
continue anche attraversando m , rimarrà continua anche P' 
e quindi il potenziale di un elemento di superficie ìbUìssoì- 
dale è una funzione finita e continua in tutto lo spazio. 

Prendiamo ora una superficie qualunque che in ogni suo 
punto ammette una ellissoide osculatrice. Decomponiamo il 
suo potenziale in due parti, uno sia il potenziale P' d*una 
sua parte infinitesima e\ che potremo riguardare come un 
elemento della superficie della ellissoide osculatrice, T altra 
sia il potenziale P" di tutta la rimanente superficie e", a- 
vremo: 



d P" 
P" e la sua derivata — ; — sono funzioni finite e continue 
dp 

finche il punto attratto si muove nello spazio interno o ester- 
no, e passa dall'uno all'altro per un punto m di e'. P' è 

<?P' 
pure sempre finita e continua, ma -; — varia bruscamente 

dp 



1 
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di 4 fr p quando si passa dallo spazio esterno allo spazio in- 

dP 
terno attraversando d in m, quindi anche — — soffrirà la 

stessa brusca variazione e avremo il seguente teorema: 

Il polenzidde di una massa distribiUta comunque sopra 
una superficie che ammette in ogni suo punta ellissoidi oscu- 
latrici è una funzione finita e continua in tutto lo spazio, le 
sue derivate prime sono finite e cotUinue in tutto lo spazio^ 
eccettuati i punti della superficie stessa^ dove la derivata rap- 
porto alla normale varia bruscamente di kn p, nel passare^ 
dair estemo allo interno. 



Vili. 



CaraUerisUche del potenziale d' una massa distribuita 
comimque sopra una superficie. 

Abbiamo veduto che il potenziale di una massa distri- 
buita comunque sopra una superficie ha le seguenti pro- 
prietà • 

' 1/ È una funzione finita e continua in tutto lo spa- 
zio* s'annulla ali* infinito, e il prodotto di essa per il raggio 
vettore del punto attratto o respinto col crescere di questo 
raggio converge verso una quantità eguale alla totalità della 
massa. 

2.^ Le derivate prime di questa funzione sono finite 
in tutto lo spazio, s'annullano all'infinito ed i prodotti di 
esse per il quadrato del raggio vettore col crescere di que- 
sto convergono verso quantità finite, e sono continue in tutti 
ì punti che non si trovano sopra la superficie data . 

3.^ La derivata presa rispetto alla normale alla super- 
ficie stessa nei passare dalla parte esterna air interna varia 
bruscamente di valore ed abbiamo : 

dp dp 



dove p indica la densità in quel punto, p la normale con- 
tata andando verso Tinterno della superflcie. 

4.® In tutti i punti dello spazio, ad eaclusìooe del punii 
della superficie, abbiamo : 

A» P = 0. 

Queste proprietà come ba osservato Dirichlel non solo neces- 
sariamente appartengono a tutti i potenziali di superficie, 
ma sono sufficienti alla loro completa determinazione, sono 
le loro caratteristiche. Non vi sono due funzioni che avendo 
queste proprietà a comune possano differire nei loro va- 
lori in nessun punto dello spazio . 

Supponiamo che P e P' sieno due funzioni che godano 
tutte le proprietà sopra enunciate, la loro differenza : 

X V = P -^ P' 

goderà di tutte le medesime proprietà, soltanto le sue de- 
rivate prime saranno continue in tutto lo spazio. 
Infatti avremo : 



= — 4-fffj, 

i*// a// 

onde 

d\. d Vi 

= 

Le derivate seconde di P e di P' e quindi di V sodisfacendo 
r equazione (2) in tutto lo spazio ad eccezione dei punti 
della data superficie dove hanno valori finiti, avremo : 



dPe 


dpi 


dp 


- dp 


rfP.' 


dpl' 


dp 


dp 


4\» 


dVi 


dp 


dp 
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dove a è una quantità qualunque grande quanto si vuole . 
Effettuando T integrazione per partì si trova come nella di- 
mostrazione dell'analogo teorema per il potenziale di una 
massa che occupa uno spazio a tre dimensioni: 



#[(£)' *(0-{4J)']—T 



e quindi: 

dV _ dV^ _ dV ^ 
dx dy dz 

V =3 costante . 

Ma all'infinito P = F e quindi V = o; dunque è sempre 
V «=a come volevamo dimostrare. 

Alla terza proprietà caratteristica del potenziale di una 
massa distribuita sopra una superficie si può sostituire il 
valore del potenziale nella superficie stessa. ' 

Il teorema precedente porta che ad una data distribuzio- 
ne di massa sopra una superficie corrisponde un solo poten- 
ziale determinato, dimostreremo che vi è anche un solo po- 
tenziale che abbia dati valori sulla superficie, e una sola di- 
stribuzione di massa sopra la superficie la quale abbia que- 
sto potenziale. 

Per dimostrare questo ci varremo del seguente teorema: 

Esiste sempre una funzione finita e continua insieme 
colle sue derivcUe prime in uno spazio connesso^ la quale 
prende dati valori sopra la superficie che forma il contorno 
di questo spazio^ e nello spazio interno sodisfa l'equazione: 
A*V==«o, e ne esiste una sola. 

Sia R questo spazio, S la superficie chiusa che lo limita, 
t; la funzione dei punti della superficie S alla quale deve 
essere uguale in questi punti la funzione di cui si vuol di- 
mostrare la esistenza. Se V è una funzione qualunque che 
insieme colle sue derivate prime sta finita e continua in 
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tutto lo spazio R e sia eguale a v sopra la superficie S, è 
chiaro che l'integrale triplo esteso a tutto lo spazio H: 

avrà un valore finito e positivo . Quindi fra le funzioni V 
che godono' queste proprietà ve ne sarà una almeno che ren- 
derà Q un minimo . 

Sia questa : W. Allora ponendo in luogo di W un' al- 
tra funzione: W -+- A, o W — A che goda le stesse pro- 
prietà, e quindi che alla superficie sia A ss o, e A e le sue 
derivate prime siano finite e contìnue in R , dovrà aversi 
un valore di Q maggiore di quello che si aveva per V = W. 
Ma abbiamo: 

^ /Tr/dW dh rfW dh dVf dW\ ^ ^ , ^ 

JJJ ^^^ ^^ ^y ^^ ^^ ^^' \ 

e sarà Qw±A ^ Qw per qualunque A soltanto quando sia | 
sempre : | 

rrr/dy^ dh dW dh dW dA\ . , . 

JJJ Kd^di-^ -d^d^-^-diTÙ^^y^'-'' 

Ora per il teorema di Green questo integrale può porsi 
sotto la forma : 

fh~^ da ^ rfTh A* W dx dy dz . 

Poiché h=^o alla superficie, il 4/ termine è zero, e il se- 
condo sarà zero per qualunque valore di A soltanto quan- 
do sìa 

A« W = . 
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Dunque Qw è un mìnimo quando W é uua funzione 
che gode le proprietà dell'enunciato del teorema, e poiché 
esiste sempre un minimo di Q esisterà sempre una tal fnn* 
zione . Per dimostrare che ne esiste soltanto una basterà 
dimostrare che esiste un sol minimo . 

'Supponiamo che esistano due di queste funzioni W e W 
che diano un minimo per 0, avremo : 

W'==W-4-W' — w, 
e posto: 

W — W = A, W' = W-f-A, 
W dando un minimo per Q, avremo: 

Qw' = Qw "h Qa . 
Analogamente avremo: 

Qw = Qw' -+• Oa . 
quindi: 

Qh » 0, 
ossia: 



dh 

dx 


= 


dh 
dy 

h. 


= 0, 

= cost. 


dh 
dz 



Ma Asso sulla superficie, onde in tutto lo spazio R sa- 
rà A = , e W = W come volevamo provare. 
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Ora se è dato il valore V del potenziale sopra uoa super- 
ficie S che limita uno spazio finito e connesso, lo spazio ester- 
no alla superficie S sarà pure connesso e limitato dalla super- 
ficie e da una sfera di raggio infinito, e il potenziale Pe in 
questo spazio esterno sarà finito e continuo insieme colle 
sue derivate prime, e avrà il valore v sopra la superficie 
S e sarà nullo sopra la sfera di raggio infinito ; quindi sarà 
dato sopra tutta la superficie che limita lo spazio esterno 
e sodisfarà inoltre alla condizione A* Pee^^o; .quindi esisterà 
una funzione Pe e una soltanto che sodisfarà queste condi- 
zioni . O.iianto allo spazio interno ad S che è limitato dalla 
sola sup(M*ficie S vi sarà pure una sola funzione Pi che 
sarà uguale a v sopra S, e sodisfarà l'equazione: 

A« Pi — 0, 

quiudi Pe nello spazio esterno, e Pi nell* interno che sono 
ambedue eguali a v sopra la superficie S, formano una fun- 
zione finita e continua in tutto lo spazio, e ponendo: 



dp dp ~ ^^' 



è chiaro che questa funzione avrà tutte le caratteristiche 
del potenziale della massa che ha la densità p sopra S e 
quindi è il potenziale stesso. Così dato il valore del po- 
tenziale sopra S, esso risulta completamente determinato in 
tutto lo spaziose rimane pure determinata dalla prece- 
dente equazione la distribuzione della massa sopra la su- 
perficie . 
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IX. 



Potenziale di un sistema di punii maleriali sopra un altro 
e sopra sé stesso. 



Siano dati, un sistema S dì punti materiali : Pi ,p«, /^s» • •• 
mobìli liberamente, (e masse dei quali siano rispettivamente: 
tn,, wi,, Wj, ..., e un sistema S' di altri punti materiali fis- 
s^' Pi» Pif Pz» •••9 le masse dei quali siano: m^y m^\ m^\ ..., 
e i punti ps e p^ si attraggano o si respingano tra loro colla 
legge di Newton^ secondo che il prodotto delle loro masse è 
positivo 9 negativo. Sia rhk la distanza dei due punti pb e pk 
e rhk' quella dei due punti ph e pk'; (vh), la velocità del 
punto Ph alla Gne del tempo ^i, (t;h)o la velocità dello stesso 
punto alla fine del tempo Iq; Vh il potenziale del sistema S 
sopra il punto- ph, e Vh' il potenziale del sistema S' sopra il 
medesimo punto. Poniamo: 

W = -5- 2k «ik Vh = -^ 2k 2h , 

2 Z 9*hk 

tnk ffih' 



W'-= 2k mk Vh' = 2k 2h 



rkh' 
Abbiamo dalla meccanica (*) la equazione: 

(1) 1 2h fWh (Vh).' - 1 2h Wh (t;h)o* = W. -4- W; - Wo - W/, 

distinguendo cogli apici i e i valori corrispondenti al tem- 
po <| e al tempo t^ . 

La funzione W che si ottiene prendendo la semisomma 
dei potenziali del sistema S relativamente a tutti i suoi punti 
rispettivamente moltiplicati per le masse di questi punti, è 
il potenziale del sistema S sopra sé slesso. La funzione W 

(^) Vedi Mossoti! Lezioni di meccanica razionale ^ L. 27. 
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che sì ottiene prendendo la somma dei potenziali di S' re- 
lativi ai punti di S rispettivamente moltiplicati per le masse 
di questi medesimi punti, si dice il potenziale del sistema S' 
sopra il sistema S. 

Clansius ed altri hanno dato al potenziale di un sistema 
sopra sé stesso il nome semplicemente dì potenziale del si- 
stema cui si riferisce, riserbando alla funzione che nei nu- 
meri precedenti abbiamo chiamato il potenziale, il nome 
datole da Green di funzione potenziale, ed anche noi in se- 
guito adotteremo qnoi^to denominazioni. 

Se denotiamo con W" il potenziale del sistema S' sopra 
sé stesso^ poiché questo sistema è fisso avremo: 

9 quindi: 

w.-f.w/-w„— Wo'=W4H-w/-hW4"-Wo— w;-w/. 

Mai W H- W'-h W" è il potenziale di tutto il sistema -S' più S, 
e la quantità W» -4- W^' — W^ — W^' esprime il lavoro mec- 
canico fatto dalle forze attive nel tempo ti — l^ , quindi la 
equazione nnedesima dà il seguente teorema : 

L' aumento del potenziale di un sistema in un dato inter- 
vallo di tempo del suo movimento, è eguale al lavoro mecca- 
nico fatto dalle forze attive in questo intervallo, ed anche al- 
l' aumento di forza viva acquistato dal sistema in questo me- 
desimo intervallo (*). 

Determiniamo ora T intensità delle forze colle quali più 
corpi di forma qualunque che sì attraggono secondo la legge 
di Newton^ sono sollecitati l'uno verso l'altro. 

Siano: K,, K,, Kj... questi corpi, e V,, V,, V5,... le 
funzioni potenziali del medesimi relative ai punti esterni ; e 
V/» V/, Vj', ... le rispettive funzioni potenziali relative ai 
punti interni; W,, W^, Wj,... i potenziali di questi corpi 

(1) Prendiamo la forza viva eguale alla 8enii8ì)mma dei quadrati delle 
velocità woUiplicati per le masse. 
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e Wrs il polenxiale io generale del corpo Kr sopra Ks; 
avremo : 

Ws «= J J Vg' dm, . 

Wrs = J Vr dms = / Vg dmr . 

Quindi è chiaro che il potenziale W$ farà soltanto fun- 
zione dei parametri della superficie che limita il corpo Ks e 
delle costanti deira funzione che esprime la densità nel me- 
desimo; e il potenziale Wrs oltre ad essere funzione di questi 
parametri e di queste costanti, sarà funzione ancora di tre 
rette e dì tre angoli che fissano la posizione del corpo Kr 
rispetto al corpo Ks. 

Se prendiamo per assi delle coordinate tre assi orto- 
gonali fissi in uno dei corpi, per esempio nel corpo K| , e 
denotiamo con Ur, frr» Cr le coordinale del centro di gravità 
di Kr e con ìpr. Or, ^r gli angoli (per esempio quelli ìntro- 
dotti da Eulero) che determinano la direzione di tre assi 
ortogonali fissi nel corpo Kr rispetto agli assi delle coordi- 
nate, e chiamiamo coordinate reUilinee del corpo Kr le quan- 
tità ar, 6r, Cr e Coordinate angolari del corpo Kr le quantità 
^r, ^Tf <pT è facile a vedersi che il potenziale del sistema: 

W = 2Wm- i 2h2k Whk 

conterrà 3 n — 3 coordinate rettilinee e 3 n — 3 coordinate 
angolari, se n è il numero dei corpi. 

Denotando con — Xr , — Yr , — Zr le componenti del- 
la forza da applicarsi al centro di gravità di Kr e con 
— Hr , — Hr', — Hr" Ic coppio chc hu'uno per assi rette pa- 
rallelle ai tre assi delle coordinate, ' da applicarsi al cor- 
po Kr , per fare equilibrio air azione esercitata sopra il me- 
desimo dagli altri corpi, avremo dal principio delle velocità 
virtuali : 

2:h (Xh^ah -H Yh^òh 4- Zh^cu 4-Hh^ph 4- Hh' V-^- Hh"(Jph")H- ^W=o» 
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dalla quale esprimendo colle formale note della meccanica 
le rotazioni virtuali intorno ai tre assi: Sphf dph'» iph*' in 
funzione di ^i|/h, dOb, S(ph (*) sarà facile ricavare i valori 
delle componenti delle forze: Xh, Yh, Zh e delle coppie 
Ehf Hh', Hh" espresse per le derivate del potenziale W ri- 
spetto alle coordinate rettilinee ed angolari del corpo Kh. 
Siano, per esempio, due sfere omogenee ; R ed R' i loro 
raggi; x la distanza dei loro centri, M ed M'ie loro masse; 
r ed r' le distanze di un punto qualunque dai loro centri ; 
Ve e Vi le funzioni potenziali relative ai punti esterni e ai 
punti interni per la prima sfera, e Ve', Vi' quelle per la se- 
conda sfera. Avremo: 

Ve= — , Vi «2 ffRt — l^r», 

T «> 

T u 

onde, denotando con W| il potenziale della prima sfera, con 
W, quello della seconda sfera^ con W|t quello della prima 
sfera sopra la seconda e con W il potenziale delle due sfere, 
avremo: 

^' ~ 8R ' *~ 5K'» 



„ „ P de 



da' ^y._ MM' 



W 
Onde: 



6M» 6M" MM' 
5R "*" SR""^ X 



MM' „ 

, Y, =» 0, Z, = , 



H, = 0, H,' = 0, H," = 0- 
(>) Vedi HoMotti Leikmt di meeoanka rMionaU, l. M. 
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L' attrazione esercitata da una sfera sopra i' altra è la 
stessa come se le due masse fossero concentrate nel loro 
centri. 

X. 

Dello slato di eqvMibrio elettrico di uno o più conduttori 
sotto Fazione di forze elettriche qualunque. 

Tutti i fenomeni della elettricità statica si spiegano am- 
mettendo che in ogni punto materiale non elettrizzato vi 
siano riunite eguali quantità di due specie differenti di una 
materia imponderabile, una delle quali si chiama elettricità 
positiva, e r altra elettricità negativa; che due particelle in- 
finitesime di elettricità dello stesso nome si respingono con 
una forza direttamente proporzionale alle loro masse, e iu«* 
versamento proporzionale al quadrato della loro distanza; 
che due particelle infinitesime dì elettricità di nome contra* 
rio si attraggono in ragione diretta delle loro masse, e in- 
versa dei quadrati delle loro distanze, e che la intensità della 
forza con cui si attraggono due particelle infinitesime situate ^ 
a una certa distanza sia uguale alla intensità della forza con 
cui si respingono due particelle infinitesime dello stesso no-' 
me eguali alle precedenti e situate alla stessa disianza; sic- 
ché da un punto materiale non elettrizzato che contiene la 
stessa quantità di elettricità delle due specie, non emana 
nessuna azione, né sopra gli altri punti non elettrizzati, nò 
sopra l'elettricità che potrebbero trovarsi separate in altri 
punti dello spazio. ^ 

Quandi si elettrizza un corpo con uno qualunque dei 
mezzi noti dalla fisica si vengono a separare V elettricità in 
alcuni dei punti del medesimo e portando via una delle due 
elettricità, rimane in generale T altra lìbera nel corpo stes- 
so, ovvero ponendo un corpo già elettrizzato in contatto con 
uno non elettrizzato gli si comunica una certa quantità di^ 
elettricità. Un corpo che contiene in ogni suo punto la stessa 
quantità di elettricità positiva e negativa si dice allo stalo 
naturale; uno invece che contiene in alcuni pui^i più elei- 
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tricità di un nome che di an altro, è ekUrizzato , e T ec- 
cesso di elettricilà di un nome sopra quella dì un altro si 
dice elettricitù libera. 

Un corpo in cui Y elettricità si muove liberamente ob- 
bedendo alle azioni esercitate sopra di essa, si dice condtU- 
tare; un corpo in cui l'elettricità, ancorché sollecitata al 
moto da forze che agiscono sopra di lei, è ritenuta ferma 
dalla attrazione che il punto materiale dove si trova, eser- 
cita sopra di lei, si dice coibente. Noi considereremo i corpi 
come perfettamente conduttori, immersi in uno spazio per- 
fettamente coibente. 

Se sopra i punti di un corpo conduttore , sia esercita^ta 
un' azione elettrica, Y elettricità dì un certo nome verrà at- 
tratta e r altra respinta, quindi ne nascerà un moto e Telet- 
.tricità 81 disporrà in modo che ne nascano tali azioni da 
fare equilibrio all' azione estema esercitata sul corpo, ma se 
il corpo è' coibente non potrà nascere alcun moto e soltanto 
potrà accadere una specie di polarizzazione in ognuna delle 
sue molecole (*). 

Supponiamo che in un elemento dv dello spazio si trovi 
tanta quantità di elettricità positiva, che se si avesse un' uni- 
tà di volume pieno di elettricità positiva uniformemente 
distribuitavi in modo che in ogni suo elemento ve ne fosse 
tanta quanta in dv, la totalità dell* elettricità fosse p> si dice 
allora che la densità della elettricità contenuta in dv è p, 
ed è chiaro che se la quantità di elettricità contenuta in dv 

è dm sarà p = -r— . 

^ dv 

Se l'elettricità dm' contenuta In dv è negativa, si di- 
rà che la densità è — p e avremo : — p = — — . 

^ ^ dv 

È chiaro che con queste convenzioni 1* azione esercitata 
da una particella di elettricità sopra un punto qualunque 
dello spazio che si trova alla distanza r dalla medesima e 



(^) Il MossotU ha considerato questa azione sai corpi coibenti in ana 
Memoria inserita nel Voi. XXIV. p. I. deUe Memorie della Società Italiana. 
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che coDtieoe una quanlitù di eleUricità eguale ad ubo, sa**^ 
data sempre da : 

dv 

Quindi per avere l' azione che la elettricità libera distribui- 
ta comunque in un corpo esercita sopra un punto qualun- 
que dello spazio, basta determinare il potenziale della 
desima, il quale sarà: 

dv 



/dv 



ed avrà le proprietà caratteristiche, che abbiamo dato nei 
numeri precedenti. 

Sia S un sistema di corpi conduttori: K|, K,, K,,... im- 
mersi in uno spazio coibente, ai quali siano compartite rispetti- 
vamente le quantità di eletlricità: £|, C, , E„ . .. Agiscano sopra 
il sistema S forze elettriche qualunque (che potranno emana- 
re da corpi coibenti elettrizzati) e i punti d'onde esse ema- 
nano siano alcuni nello spazio connesso esterno a tutti i 
conduttori, altri nei vuoti che supporremo trovarsi in alcuni 
dei conduttori. Sia P la funzione potenziale di queste forze 
elettriche esterne al sistema. 

Le elettricità libere comunicate primitivamente ai con- 
duttori e quelle nate per la decomposi/Jone prodotta dal- 
l' azione delle forze elettriche esterne al sistema , e dal- 
l' azione reciproca della elettricità dei conduttori, si muo- 
veranno finché non saranno pervenute a una tal distribuzione 
per cui le azioni che risultano da esse e dal potenziale 
P sopra un punto qualunque dei conduttori non venga- 
no ad essere nulle e allora diremo di avere ottenuto lo 
stato di equilibrio elettrico nel sistema. Quindi in questo 
stato dovranno essere nulle le derivate della somma della 
funzione potenziale P colla funzione potenziale di tutta la 
elettricità del sistema, in ogni punto di ciascuno dei con- 
duttori, e perciò la somma di queste due funzioni dovrà es- 



sere eguale a una medesima costante in ogni punto del me- 
desimo conduttore. Pertanto , se denotiamo con Ve la fun- 
zione potenziale di tutta la elettricità del sistema nello stato 
di equilibrio relativa allo spazio esterno a tutti i conduttori^ 
con Vi', Vi\ Vi'", ... la medesima funzione per i punti interni 
ai conduttori K|, K,, K,,..., e finalmente con Vi'>per uno 
spazio vuoto $ ebe esista nel conduttore Kr; avremo sopra le 
superficie esterne del conduttori Kr: 

(1) Ve -♦- P — Cr, 

per le superficie interne: 

(2) Vs 4- P — Cr , 

in tutto il conduttore Kr : 

(r) 

(3) Vn-P = Cr, 

essendo C( , e,, c,^ . . . tutte quantità costanti. 

L' equazioni (3) danno immediatamente la funzione po- 
tenziale neir interno dei conduttori espressa per la funzione 
P data, e per le quantità costanti Cr. 

La funzione Ve rimane determinata dall' equazione (1) 
mediante il secondo teorema del $. Vili.; percbè ba le ca- 
ratteristiche della funzione potenziale ed è data sopra la su- 
perfìcie sferica di raggio infinito, e sopra le superficie ester- 
ne dei conduttori Kr , i quali limitano compiutamente lo spa- 
zio connesso a cui si riferisce. 

La funzione Vb(') è determinata egualmente nello spazio 
vuoto 5 di Kr, percbè avendo le caratteristiche del potenzia- 
le, è data dalla equazione (!2) sopra la superficie interna 
di Kr che limita questo spiizio a cui %ssa ri riferisce. 

Se denotiamo con ps la densità della elettricità nel con- 
duttore Ks, avremo: 



A^ Vi = — 4.;rps 



Ma dair equazione (3) abbiamo : 



(3) 
A' Vi -h AVP 



e :' A* P => 0, perchè neH' interno dqi conduttori non vi 80-^ 
no punti d'onde emanano le forze elettriche che kanno la 
funzione potenziale P; quindi: 



e in conseguenza: 



■V?=o; 



PP ma , 



e abbiamo il seguente teorema già noto dall' esperienza: 

Nello Malo di equilibrio elettrico sotto V azione di forze 
elettriche qualunque esterne al sistema, la elettricità si porta 
tutta alla superficie dei conduttori^ e nell* interno di essi ri- 
mane^ tutta allo stato naturale. 

Quindi la funzione potenziale della elettricità del siste- 
ma è potenziale di superficie, e abbiamo per ciò che dimo- 
strammo nel §. VII. le formule seguenti per determinare le 
densità pr, ps^''^ della eleltricità che si troverà rispetiivamen- 
te sopra le superficie esterne e interne di Kr: 



(4) 







Le costanti Cr si determineranno per mezzo delle quan- 
tità di elettricità libere, comunicate primitivamente ai con- 
duttori, dalle equazioni : 

(5) Er = / pidcs 



06 

che le conterranno linearmente nel secondo membro come 
vedremo in seguito e che sarajino in numero eguale al nu- 
mero delle incognite. 

Se alcuno dei conduttori per esempio Kr fosse posto io 
comunicazione col suolo, la funzione potenziale V dovrebbe 
sopra la superficie di questo avere lo stesso valore cbe ha 
lai funzione potenziale sulla superficie della terra, cioè do- 
vrebbe esservi eguale a zero, quindi eT^=^o, e la equazione 
(5) che vi si riferisce darebbe la quantità di elettricità libera 
che si troverebbe su questo conduttore, e per determinare 
le costanti e» si avrebbe una equazione di meno e una in- 
cognita di meno. 

Se in uno degli spazi vuoti nel!' interno di uno dei con- 
duttori Kr non si trova nessuno dei punti d'onde emanano 
forze elettriche, la funzione potenziale Ys^h-P si manterrà 
continua in tutto questo spatio, ed essendo costante sopra 
la superficie che lo limita, per 11 teorema 4.* del $. IV, sarà 
costante in tutto questo spazio, quindi si avrà lo stesso valo- 
re come se questo spazio fosse ripieno di materia conduttrice, 
e razione esercitata sopra i punti del medesimo sarà bulla. 

Se il sistema si riduce a un sol corpo conduttore K, e 
1 punti d' onde emanano le azioni elettriche sono situati in 
uno spazio vuoto St interno al medesimo, ed esso è posto 
in comunicazione coi suolo , la funzione potenziale Ve + P 
sarà nulla sopra la superficie esterna di K^ si manterrà finita 
e continua in tutto lo spazio esterno, sarà nulla sopra una sfe- 
ra di raggio infinito e sodisfarà V equazione di Laplace^ quindi 
per il teorema A.^ del $. IV , sarà nulla in tutto lo spazio 
connesso esterno a K; avremo dunque il seguente teorema.* 

Le azioni eleUriche che emanano da punti situali in uno 
spazio racchiuso da un involucro conduttore posto in comuni- 
cazione col suolo, sono nulle sopra tatti i punti dello spazio 
esterno ali* involucro. 

Denotando con p la densità delia elettricità nella super- 
ficie interna di K che limita io spazio vuoto «i, con Vi' la 
funzione potenziale della elettricità indotta nel corpo K , 
avremo : 

riVi' dP 

— H ■— = — Anp , 

dp dp 
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e quindi, essendo E' la quantità di elettricità che si trova' so- 
pra la superficie che limita s,, si ottiene: 

S, r ^ ir dVi' , i r dp , 

E'=.y pd. = _ _ y _ d. _ ~y ^ d<r. 

Ora per il teorema i." del §. IV, abbiamo: 
■dVi' 



da ■= 



rd\i 

J dp 

* r'dp , „ 



essendo E la quantilà di elettricità cui sono dovute le azioni 
elettriche cbe hanno la funzione potenziale P e che sì trova 
nello spazio s^ ; sarà dunque : 

E' == — E 

e avremo il seguente teorema: 

^e in uno. spazio vuoto chiuso da un conduttore posto in 
comunicazione colla terra esistono più corpi elettrizzati, sopra 
la superficie interna del condvUore si accumulerà una qì^an- 
tilà di elettricità libera eguale e di segno contrario a quella 
contenuta nei corpi elettrizzati che si trovano nell' interno. 

Se ì punti d' onde emanano le forze che agiscono sulla 
elettricità del sistema e che hanno la funzione potenziale P, 
appartengono al sistema stesso, cioè se alcune di queste 
forze emanano da. alcuno dei punti interni dei conduttori, 
non si potrà avere uno staio di equilibrio elettrico, per- 
chè in questo stato nell' interno di ciascun conduttore vi 
dev' essere un' azione nulla. Si avrà dunque un movimento 
continuo nella elettricità del sistema, e quando il moto sarà 
ridotto permanente tutta la elettricità libera sarS alla super- 
ficie dei conduttori. Infatti sia Y il potenziale di tutta la 
elettricità libera; avremo nell! interno dei conduttori: 

A*Y = — 4;rp 
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Indicando con p la densità dell' elettricità. Ora consideriamo 
neir interno di un conduttore una superficie chiosa qualun- 
que che non escendo dal conduttore non racchiude nel si(0 
interno alcuno dei punti d' onde emanano le forze di fun- 
zione potenziale P; essendo ridotto il moto permanente, e 
supponendo che la quantità d* elettricità che* passa attraver- 
so ogni elemento piano dei conduttori sia proporzionale alla 
componente nel senso della normale a quest' elemento, poi- 
ché nello spazio racchiuso da questa superficie tanta elet- 
tricità dev'entrare quanta escirne, avremo: 



/ 



-— da = . 
dp 



Onde per il teorema di Green: 

jjj A»Vd<T = 0, 

quando si estenda quest' integrale triplo a tutto lo spazio 
connesso limitato dalla superficie qualunque considerata. 
Avremo dunque seir interno de' conduttori quando si esclu- 
dano i punti d' onde emanano le azioni di funzione poten- 
ziale P-: 

A» V = o , 

e quindi: 

p = 0, 

come volevamo dimostrare. 

Anche in questo caso, denotando con Ve e con Vi la 
funzione potenziale relativa ai punti esterni e interni al con- 
duttore, con p la densità dell'elettricità, abbiamo: 

f 
dVe dVi 



dp dp 



XI. 
Distribuzione della eleUricilà sopra nn ellissoide. 

Abbiamo dimostrato nel $. Y. che la funzione potenziale 
di uno strato di livello è costante in tutti i punti della su* 
perficie interna dello strato, e nello spazio racchiuso dallo 
strato stesso, quindi sopra una superfìcie di un sol corpo 
conduttore immerso in un mezzo perfettamente coibente tutto 
allo stato naturale, V elettricità si distribuirà in modo da 
formare uno strato di livello, perchè secondo ciò che abbia- 
mo dimostrato nel §. Vili. , vi è una sola funzione potenziale 
che abbia un valore dato alla superficie. 

Quindi sopra un conduttore che abbia la forma di un 
ellissoide, la elettricità dovendo formare uno strato di livello, 
dovrà distribuirsi in modo che la sua densità i;;isulti in un 
punto qualunque m proporzionale direttamente alla lunghez- 
za della normale compresa tra essa e V ellissoide omotetica 
infinitamente vicina. Queste porzioni di normale sono pro- 
porzionali a ()/Aa), essendo : 



b* 



i . 



ed a, 6, (T i semiassi principali dell' ellissoide. 

Determiniamo ora il significato geometrico della espres- 
sione (f/AÀ)' come è stato trovato dal sig. Carlo ffeumann. 

Ponendo : 



"-/^ 






abbiamo : 



yJST) - I-. 
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Siano ora l, m, n i coseni degli angoli che la normale 
air ellissoide : 

(1) r{'^.y,z) = ^-^ ^ + ^=.1, 

fa con i tre assi; avremo: 

Quindi il Piano che passa per il centro ed è paralello 
al piano tangente avrà per equazione: 

(2) Ix -i- my -i- nz = 0. 

Poniamo nella equazione (1): 

y «mX -i-m'Y -f-m^'Z , Y = /'a? h- m'y -i- n'z , 
^ = n X -f- n'Y -f- n"Z , Z = /"a: -f- m"y -h n";? . 

È chiaro che il nuovo Piano delle y z sarà il- piano (2) 
e ponendo nel!' equazione trasformata : 

/•(/X-f-fY + f Z, mXH-m'Y-f.m"Z, nX-+-n'Y -hw"Z) = l, 

X = 0, avremo l'equazione della sezione nel suo stesso piano. 
Perchè sia riferita al suoi assi principali dovrà aversi: 

f^ LX« ^ MY« ^ NZ' ^^ 2PXY ^ 2QXZ = i 

perchè ponendo X = divenga della forma: 

MY»^-l»Z« = l. 
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Derivando rapporto ad Y, avremo: 

^f_H^m' + ^n' = 2MY-t-2PX, 

dx dy dz ' 

ossia: 

^ + ^ -f- ^ = (Mf H- PO » 4- (Mm' H- Pm) y 4- (M»' -t- Pn) ar, 

u C 

onde: 

(i _ Ma') e — P/a* = 0, 
(1 — M6*)m'— Pmft*= o, 
(1 — Mc')n'— Pnc«= o , 

/r -h mm! -4- nn' « 0, 

dalle quali si deduce: 

Ta* m'ft" n*c* 



i— Mo' 1— M6* 1— Me* 

Derivaudo rapporto a Z si trova analogamente: 

Pa^ m^b* n'^c* 

1— Na' "*" 1 — Nò' "*■ j— Nc»""^ 

Onde, H ed N sono le radici della equazione: 



To' tn*b* 



-h 



1— So* 1 — Sé» 4— Se* 

/*a' H- »»*6* -+- n*c* 
S [ra'(6* + e') -H m'6» (e» -f- a') -i- n*c» (a» 4-6')] 
-h a* 6' e* S' =» . 
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Ora se denotiamo con a, e b, ì semiassi principali della se- 
zione fatta dal Piano (2) nell' ellissoide^ avremo : 

_ I 

"• - yW ' 



Quindi l'area di questa' sezione sarà: 



Ma: 



1/TO" 



a* 6* r 
i 



* /.t ht /.i » 



onde: 



e: 



H*a«ò'c 



afre 



(yAx) 



2a6c 

>«0 «i 6| 



Dunque abbiamo il seguente teorema: 

Se si comunica dell' elettricilà a un conduttore che abbia 
la forma di un ellissoide^ sopra cui non agisca nessuna forza 
elettrica esterna^ l'elettricità si distribuirà in modo che in 
ogni punto la sua densità sia inversamente proporzUmale al- 
l' area della sezione folta dal Piano che passa per il centro 
ed è parallello al Piano tangente in quel punto. 
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Denotando le pressioni che Y elettricità eserciterà coa- 
tro il mezzo coibente in cui è Immersa T ellissoide, negli 
estremi degli assi o, b, e con pa, pb, Pc avremo: 

P» : /». : pc = -^ : ^ : ^ 

Pa : jW) : pc = a* : 6* : e* . 

Quindi se a > & > e ed a assai più grande di 6 e di e, 
avremo una pressione di gran lunga superiore all' estremo 
deir asse maggiore. Di qui la teorica delle punte. 

Xll. 

Funzione di Green. 

Per determinare analiticamente la funzione potenziale 
relativa allo stato di equilibrio elettrico di un sistema di 
conduttori elettrizzati, e che si trovano sotto Y azione di 
forze elettriche esterne qualunque, si presentano due dif- 
ficoltà: una dipendente dalla forma dei conduttorif e una 
dalla natura del potenziale P delle forze elettriche esterne. 
Green per superare le due difficoltà separatamente ha dato 
un metodo, con cui si risolve la difficoltà relativa alla forma 
dei conduttori nel caso più semplice di P, e si fa dipendere 
tutti i casi in cui P ha forme qualunque più complicate 
dalla soluzione di questo. 

Sia : 

fmx 

cioè consideriamo un sistema S di conduttori sotto Y azione 
di un punto solo m in cui vi è una quantità di elettricità 
eguale all'unità, e che si trova in un mezzo perfettamente 
coibente nello spazio esterno al sistema S. Supponiamo Inol- 
tre che tutti i conduttori del sistema S siano posti in co- 
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municazìone colla terra. La funzione potenziale dello strato 
elettrico che nello stato di equilibrio avrà luogo nel con- 
duttori del sistema sommata colla funzione potenziale , 

sopra la superfìcie e nell* interno di ciascuno dei conduttori 
dovrà essere uguale a una quantità costante, e poiché que- 
sti conduttori sono posti in comunicazione col suolo, che ha 
la funzione potenziale uguale a zero, dovrà la costante essere 
eguale a zero, ossia la funzione potenziale dello strato elet- 
trico in equilibrio delle superficie dei conduttori, dovrà es- 

sere sopra queste e nell' interno eguale ad . Denotia- 

fmx 

mo questa funzione potenziale per un punto n dello spazio 
esterno con G(m,n). Questa funzione delle coordinate (x\'if\z') 
di m e (07, y, z) di n che si chiama la funzione di Green dal 
nome dì colui, che V ha introdotta nella fisica matematica, 
è una funzione potenziale, quindi è completamente determi- 
nata per tutti i punti esterni al sistema S dalle seguenti ca- 
ratteristiche : 

\,^ Sopra la superficie dei conduttori del sistema S 

Tmn 

2.® Air infinito s' annulla insieme colle sue derivate, 
essa moltiplicata per r e le sue derivate moltiplicate per r*, 
convergono verso un limite finito. 

3.^ È finita e continua insieme colle sue derivate in 
tutto lo spazio in cui sì considera. 

4.*^ Sodisfa in tutto questo spazio l'equazione: 

A' G =- 0. 



La densità pma che avrà l'elettricità in un punto a del 
sistema S sarà data dalla formula: 

(rmx e/ G (m, x) ) . 
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e avremo per un punto interno al sistema: 



/■ 



pmx da i 



e per un punto esterno al sistema: 

pmx da 



f- 



fnx 



G (m, n) . 



La funzione di Green è simmetrica rispetto ai punti m 
ed n esterni al sistema S , cioè permutando le coordinate 
Xy y, z dì n con quelle x\ t/ , 2' dì m» non muta. 

Infatti» dall'equazioni precedenti abbiamo: 



/ 



fajK fan 



dove a è un punto della superficie 

da 



/ pmx < 
Tu 



Tnx 

onde: 



G (m, n) , 






a da' 



e quindi non muta cangiando m in n ed » in m. 

Se il punto m è interno ad uno dei corpi del sistema S 
essendo la superficie di S posta in comunicazione colla terra, 
il potenziale dell* elettricità distribuita sopra la superficie 

i 

di S dovrà essere uguale ad sopra la superficie di S e 

Tmx 

io tutto lo spazio esterno ; e nello spazio interno denotan- 
dolo con G' (m, n) avremo che questa funzione avrà le se- 
guenti caratteristiche. 

i 
1.* Sarà uguale ad sopra la superficie: 

fax 
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2.^ Sarà finita e Gontìnua insieme con le sue derivate 
nello spazio interno. 

3.^ Sodisfarà V equazione 

A» G' -= . 

La densità pma' che avrà la elettricità in un punto a 
della sua superficie sarà data dalla formula: 

( rfC (m, X) "rmT' l . 

~di dir/ T^^P"* 



e avremo: 



/ 



pmx' da* i 



fax f m D 

per un punto n esterno al corpo: 
pmi' dtr' 



f 



Tn 



= G' (m, n) 



per un punto n interno al corpo. 

La funzione G' (m, n) è simetrica rispetto ad m ed n; si 
dimostra come nel caso precedente. 

Se denotiamo con Omo il potenziale dell' elettricità in- 
dotta in un sistema di conduttori S posti in comunicazione 
colla terra, dalla elettricità concentrata in un punto m ester- 
no al sistema S, più il potenziale di questa stessa elettricità; 
avremo : 



Qmn = G (m, n) 

fmn 



per i punti n esterni al sistema S, ed 

Qmn «= 



TI 

per tutti i punti interni al sistema, e se denotiamo con Qmn 
il potenziale dell' elettricità indotta nella superficie di un 
corpo posto in comunicazione col suolo dall* elettricità con- 
centrata in un punto m interno ad S più il potenziale di 
questa stessa elettricità, avremo: 

Qmn' = G'(m,n) — 

finn 

per i punti interni al corpo; ed: 

4 

Qmn' = 

per i punti esterni. 

Qmn è una funzione di n che in un punto m esterno 
ad S diviene infinita come 



\ rmn/ 



Si annulla alle superficie di S, ed ha le altre caratteristiche 
del potenziale. 

Qmn' invece diviene infinita come 



(-— ) 

\ rmn/ 



in un punto m interno a un corpo K e si annulla alla su- 
perficie di K ed ba tutte le altre caratteristiche del poten- 
ziale. 
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XIU. 

Determinazione della funzione potenziale di un sistema di 
conduttori elettrizzati e sotto l'azione di forze elettriche 
qualunque. 

Abbiamo veduto nel §. XI/ che per determinare lo sta- 
to di equilibrio elettrico di un sistema S di conduttori 
KoR^^Kj, ... ai quali siano comunicate rispetUvamente le 
quantità di elettricità libera: C^, E,, E^^..., immersi in 
uno spazio coibente, alcuni dei quali possono anche essere 
isolati dagli altri, ma posti in comunicazione col suolo, e 
sopra i medesimi agiscano forze elettriche esterne che ab- 
biano la funzione potenziale eguale a P^ è necessario e suf- 
ficiente che sia determinata analiticamente la funzione Ve 
nello spaiio connesso esterno ai conduttori e negli spazi 
vuoti interni ai medesimi essendo noto che essa è una fun* 
zione potenziale^ e che sulle superficie di un conduttore Ks, 
si ha : 

(i) Ve = Cs - P ; 

le quali condizioni sono sufficienti, come si sa dal $. Vili., 
alla sua completa determinazione. Cominciamo dal determi- 
nare Ve nello spazio connesso esterno a tutti i conduttori, 
che è limitato da una sfera di raggio infinito, sopra la quale 
Ve = 0, e dalle superficie esterne dei conduttori. Sia G (e x) 
la funzione di Green relativa al'sistema S, per 1 punti dello 
spazio esterno a tutti i conduttori, 

(2) Q., = — G (e X) -H ^ 

fex 

dove as indica un punto della superficie Kg del sistema S. 



Y9 



La funzione Oex diverrà infinita come ( ì nel pun- 

to e; si annullerà sopra le superficie di S^ e avrà le altre 
caratteristiche del potenziale nello spazio esterno. Quindi 
potrà alle due funzioni V ed Qex applicarsi il teorema dì 
Green, Avremo dunque: 

4 ^ Ve = ijj (Oex A« V — V A» Oex) dx dy dz 



Ora : A' V = A' Oex == in tutto lo spazio esterno ad S, V sem- 
pre finito, ed Oex = — G (e x) h è pure sempre flni- 

Tex 

to anche per a?==«; quindi avremo: 



fffi^^ A* V — V A« Oex) dx dy dz 

Alle superficie: 

Oex == ; 
dunque : 

e sostituendo il valore (3) : 

Ve = 2g J" Vs pea dffs 

e con i valori (!) : 

Ve = 2g Cs / pea^ dos — 2s J Ps f>e« dcTs. 



. 
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Sostituendo il valore di pa» abbiamo-. 

Ma per il teorema 3.® del %. IV., essendo a esterno alla su- 
perficie di Sy avremo: 



/ 



Tei , 

d(7i « ; 



rfps 

quindi prendendo la derivata rapporto a ps in G in senso 
opposto sarà: 

1 ^ / r d G (e x) . r,. d Oex _, \ 

(1) V.=.^-2.(c.y^-^^d..-yp.^_da.). 

Passiamo ora a determinare Ve nei vuoti dei condut- 
tori Ks. 

Sia Ve^ la funzione potenziale per uno di questi spazi 
contenuta nel conduttore Ks. Sia G' (6 x) la funzione di 
Grem relativa a un punto qualunque di questo spazio den- 
tro il quale si trovano punti d' onde emanano forze elet- 
triche. 

La funzione : 

Qex' = -? G' (e X) 

si annullerà alla superficie interna di Ks , neir interno diver- 

i 
rà infinita come — e del resto essa e le sue derivate si 

rex 
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manterranno sempre finite e continue e sodisfarà l'equa- 
zione A* G' = ; quindi a V e ad Q' potremo applicare il 
teorema di Green, e avremo nel punto e: 

4 ^ Vi = _ JJJ (Oex' A» y - V A' Oex") dx dy dz 

ed essendo A* Qex' = o in tutto Io spazio, e Oex' = o sulla 
superficie : 

ed essendo: 



\ dp dp f 



dp dp~/ --^'^P" 

avremo : 

(2) Ve» = ; V pea d(7 = Cs / pca d(T — J Ppea dts . 

Ora sarà facile determinare analiticamente le costanti. 

Per i corpi conduttori che sono in Contatto col suolo 
le costanti e, e', e", devono essere nulle. Le altre sono date 
dalle equazioni: 

« 

tv r j * /■'"'• j I /"«""i j 
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quando i conduttori non hanno nel loro interno spazi vuoti 
d' onde emanino forze elettriche. Per un conduttore che ab- 
bia uno di questi spazi vuoti con punti d' onde emanino for- 
ze elettriche, avremo: 

-*~ T-" / ^ /s) » <^i — T- / . 161 d (Ti . 



Ma P essendo contiuua tra le due superficie esterna ed in- 
terna, ed essendo: A'Ps^o, avremo: 



J dp^^ J dpi^ 

onde: 

(4) Es = — T— # . ' rei da^ — ^T— / . ... dar . 

Sostituendo il valore di Ve nelle equazioni (3) quando P = o, 
abbiamo : 

« ^ T. /Ti d' G (e X) _fj^) . .. 
E, -= — _- ^Cs / 1 V—T — ^ -T — -r—/ da da 

^^ JJ ^ ^P^ ^P^ ^P^ ^P^ 

dove le due derivazioni sono prese riguardando una volta 
come variabile il punto e e V altra il punto x ; quindi po- 
nendo : 

I rrld'Giex) ^'"rlT ) ^ ., 



■ "^^ -Tiinri- f— im-- 



•^ 



83 
abbiamo : 

e in conseguenza: 

(5) E, =« r„ C| 4- r„ e, -4- r„ Cj -+- . . . 



£ chiaro che y» è eguale alla quantità di elettricità li- 
bera che si trova sul conduttore Kr quando al conduttore Ki 
è comunicata tanta elettricità, che ponendo in comunicazione 
col suolo tutti i conduttori, eccettuato Ks, la funzione po- 
tenziale sopra Ki è eguale all' unità. Onde la equazione (4) 
dà il seguente teorema dovuto al sig. Riemann. 

La quantità di elettricità Ubera che sarà sopra un con- 
duUore Kr quando tutti i conduttori sono in comunicazione 
col suolOy eccettualo Ks , e sopra Kg la funzione potenziale è 
eguale alla unità, è eguale a quella che sarà sopra Ks, quanr 
do tutti i conduttori saranno in comunicazione col suolo, ec- 
cettuato Kr, e sopra Kr la funzione potenziale sarà eguale alla 
unità. 

La quantità .yrr di elettricità che bisogna comunicare al 
conduttore Kr, perché ponendo in comunicazione col suolo 
tutti gli altri conduttori, la funzione potenziale abbia sopra 
la sua superficie il valore eguale all' unità suole chi^Miarsi 
la capacità elettrica di questo conduttore. 



XIV. 



Deierminazione delle aUr azioni e ripulsioni reciproche di più 
conduUori elettrizzali e posti in presenza uno degli altri. 



Per qufvllo cbe abbiamo dimostrato nel $• X, per deter- 
minare le attrazioni e ripulsioni cbe i conduttori elettrizza- 
ti i Kf, K,... Kd, eseroitano tra lopo^ basterà determinare 
il petenziale di tutta T elettricità del sistema. 

Sia V la funzione potenziale di tutta la elettriclik del 
sistema nel suo stato di equilibrio, siano rispeitlvameDté 
S|^ E,... Eb le quantità di elettricità libere cbe s( trotan» 
sopra i corpi Kj, K,... Kn; e,, e,... cn ì valori che la fan*- 
zione potenziale V prende rispettivamente sopra le superfi- 
cie di questi conduttori. Avremo tra le quantità Cg ed E, le 
relaaioni (5) del §. XIU: 



(1) Ee =? C| yjg -H e, rt* -4- — »*- e» ri» , 

essendo: 

(S) yrs«rsr, 

^ le quantità yrs saranno funzioni dei parametri delle super- 
ficie e delle coordinate rettilinee ed angolari dei condut- 
tori rispetto ad uno di essi. Il potenziale W del sistema , 
cbe si ottiene prendendo la semisomma dei valori cbe ac- 
quista la funzione potenziale Y nei differenti punti delle 
superficie moltiplicati per le masse di elettricità cbe vi si 
trovano^ sarà evidentemente : 

(3) W = i (e, E, -t- e, r, -f. . . . -h Cn En) . 
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Per avere la Intensità Fb della forza che tende a dimi- 
Daire una delle coordinate b d! uno dei conduttori, avremo: 

<„..— ^-^j(«,||=*E.5|.....^..||:). 

Ma dair equazione (l) abbiamo: 



*="*• 3F""^*' dT" "^ ••* "^ *^' "dé""*"^" dft'"^^"dr"^ - "*'^'" rfT' 






Mohipltóatido (pieste eqa«idill, là !.» p*r è,, la 1» t>èr t^, 
la 3.» per e, . . « sommando e osservando T equazioni (I) e 
(2) si ottiene : 

e quindi sostituendo nella equazione (4): 

(5) Fb-{SCrC.^. 
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XV. • 

Determinazione della diitrUfuzione della eleUriciià in un 
/conduttore di forma sferica sotto P azione di forze tMtri- 
che queUunque. 

Cominciamo dal determinare la funzione di Green. 

Sia il centro della sfera che prenderemo per origine 
delle coordinate; OA = R sia il sao raggio; e un punto 
esterno alla sfera, dì coordinate (a, j3, y) e : 

^e* « a» -h Ji» ^ y« . 

La funzione di Green deve essere una funzione dei 
punti X di coordinate (re, y, z) che deve mantenersi finita 
e continua insieme colle sue derivate in tutto lo spazio 
esterno alla sfera, debbono conservarsi sempre finite essa 
moltiplicata per il raggio vettore di x e le sue derivate 
moltiplicate per il quadrato di questo medesimo raggio 
vettore, e quando x è sopra-la sjoperficie d^lla^ sfei^a deve 

'divenire eguale ad — , essendo: 
Sodisfa queste condizioni evidentemente la funzione: 

poiché per ì punti m esterni alla sfera si ha: 

a?* -f- y* -+- ^' — R* > . 
Deve inoltre sodisfare alla equazione : 

A' G(e, X) = 0. . 



Ma alla G può darsi la format 



i>= ' 



yT+^ 



»/('-là^)V(.-^)V(,-fX,)Vvè::i™ 



e quindi sarà sodisfatta Y equazione : 

A« G «= 
prendendo: 



onde: 
essendo : 

,,,.« (» -17) + (» - ir) ^ (- - V) • 

Denotando con ^e' la distanza dall'origine del punto di 

^. • / R* ^ R' Re\ 

coordinate l» ti » J^ ti » "^ T^) ' *^''*"<^- 

e quindi e* il punto reciproco ad e rispetto alla sfera: ossia 
6 ed e* souo sullo stesso raggio rettore da una medesima 
parte, ed abbiamo per i punti della superficie della sfera: 

R 

Se denotiamo con pex la densità della elettricità indotta 
sopra la superficie della sfera, dopo che è stata posta in C07 
municazione colla terra, atremo: 

\ dr dr /f-a 



onde sostitaendo il valore di G.(e %% si ricava: 

g»* — R' 

Per avere la quantità della elettricità libera che si avreb- 
be sulla sfera, se si togliesse la comanicasioDe colla terra» 
e r azione del punto e, osserviamo che si ha : 



r r T^ R r r' ìjtr 



poiché il primo integrale è nullo perchè e è esterno alla 
sfera, e il secondo è egualer a — àn perchè e' è interno alla 
sfera. Avremo dunque: 

Quindi la densità della elettricità sqpra la ^era dopo che 
è sottratta all' aziose: di e» sar^: 

ft 1_ 

^"'4^R* *ffR?e* 

La flinzione di Green G' (^x) rehtlva a un punto inter- 
no e' si dimostrerà analogamente essere data dàlia formala: 

La densità pt sarà: 



J 



80 
Là qaaBtilà Q' di elettrìòltà sulla sfera 9i trova eome 
l^reeedeotomente, ed ò 

Sapponiamo ora thè agiicanq sopra la sfera forse elet- 
triche qualiniqae» il petemlale dette quali sia P. Denotlfloio 
con Ve il potenziale dell' elettricità indotta sopra la sfera^ 
nello spazio esterne^ con Vi quello nello spazio interno. Am- 
bedue queste tìUitìonì dovranno somuiate cov P essere uguali 
a una costante sopra la superficie delia sfera, la qual co- 
stante sarà zero, se la sfera è in comunicazione col suolo. 

Pertanto avremo sopra Tà Superficie della sfera : 

Y « e — P; 
e quindi ponendo: 

tn_JL R_. 

rr.^J R_ 

Tt X Ìs9 rei 

avremo per quello che abbiamo dimostrato nel J. Xni: 

fi « ±J(fl^vy ^ d. ^f{c^v)p.'d. . 



Ma: 



oÉde: 



f Ptda = -y-, t pt! de = ì , 

Ve = -T 7- / P-T— da , 

fé AitJ dr 

Vi « e — -^ / P— — da. 
hfc J dr 
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Ora se non ri sono forze che emanano dai ponti interni 
alla sfera, P neir interno è sempre finita e continua, Oe' ?i 

diviene infinito come — r per x = e ; P ed Oa' sodisfano le al- 

tre caratteristiche del potenziale ed Qe' si annoila sopra la 
sfera; quindi per il teorema di Green del $. lY: 



Vi =. e — p; . 

Ora osserviamo che si ha : 

4»rRre.» » »r R (^«,« + R» _ 2R^e'C08e) » 

f.* - R» £.» - R« 

p» 



4«rRre' 4irR» 



-J7- (R' + ^* — 2 R^e'cOS G)}. 

Poniamo : 

4*rR J (R' + ?.,* - é R?.'co8e) • =" '^ <^^ 

P. = ^«* - R* f P(R.tJ/.^)rf(r _ 

4;rR y (R»-f-?.» — aR^eCOsfl)! ~" 

R 4;rR y (R»-»-^„»-2R|a'cos(>)|=~R"'^^**' 



onde: 



'-r'(f) 



I 

J 
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Qnlodi abbiamo: 

^• = it-'(T-)] , 

Vi =c-F (f,'>. ' 

Ora la funzione F (^«') è data perché é la stessa fon- 
zione P((«',!)/, f) neir interno della sfera.' Quindi senza alcu- 
na integrazione si ottiene il valore di Ve. 

La densità p della elettricità sopra la sfera, è data dalla 
equazione: 



Ora: 



dV, 
d 









dV 



^— "<«•■> 



onde: 



t,p»i=i^_2F'(R). 



Se la sfera è posta in cpmnnicazione colla terra per 
mezzo di un filo sottilissimo e lunghissimo sarà e -» o. Se ò 
isolata determineremo il valore di o , nel modo seguente. 
Abbiamo: 



^ 



Ora: 



{.V.-I.[.-P(f)]. 



lim^,y»^ Q, 



n 

quaDtità di eletlricU^ libera che era sopra la sbra prlam 
che vi agissero forze esterne. Quindi s 

» Q«REc-F(o)]=^R(c-P.) 

P^ valore del potenziale P n«l cenCro ddla sfera; quindi* 

Se P n eostante: 

come avevamo trovato altra volta. 

XTI. 

Ck)ordinatd dipolari. 

Per determinare Ta di^ribiizione dellae elettricità sopra 
i corpi di rivoluzione, conviene adottare per coordinate i 
parametri di tre sistemi di superficie ortogonali, due dU 
quali siano di superficiOf di rivoltt2Ì<]foe che abbiano per me-. 



ridiani due sisteoir dt curve ptene opt^^otiaK tra loro^ e fil 
terzo sia il sistema dei iperidiam, e che ad uno di (piestl sU 
sterni di superficie appartengano le superficie del corpi per 
ì quali si vuole determinare la distribuzione della elettricità. 

Per questo sarà necessario determinare prima i due si- 
stemi di curve ortogovaU nei piano. 

Siano le loro equazioni: 

(1) u (a?, y) =. Il , v{x, y)^v; 

dovremo avere: 



quindi: 



du dv du dv 

dx dt "*" dy dy^ ^' 



du ^ dv ^^ • ^v 

da? • dy ~ "" rfy • dm " 



Quest'equazione è sodisfatta ponendo: 

du dv 

dx '^ dy ' ' 

dv du 

dx dy ' 

Moltiplicando per i =3 1^—1 la seconda equazione e 
sommando si ottiene la equazione: 

d (ti H- t v) . d (m -4- 1 1)) 
dx dy ' 

la quale ha per integrale: 

u H- tv = f(x 4- iy) f 

dove f è una funzione arbitraria. Eguagliando ti alla parte 



reale e v alla parte iioaginaria dì f{x -h ty)» abl)iaoio T equa- 
zioni (i) di due sistemi di curve ortogonali. 
Prendiamo : 



, X -4- ty — « 
14 ^. 1 1; = log : 

dove a è una costante arbitraria. Avremo: 



(2) 




onde : 






/ a senh u 


itti 


"~ cosh ti — icos V ' 


W 


asent) 




\^ ^ feOSh U — €08 V 



Eguagliando le parti reali e le imaginarie dei due mem- 
bri della equazione (2), ^ì ottengono le due equazioni: 



e'sent; «= 



(a? H- a)* -f^ y* ' 

« COS « ==. ^^ r , 

le quali divise una per l'altra danno: 

^ ' \^ tangv/ Vsenv/ 

L' equazione (2) può scriversi anche sotto la forma: 
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Sommando e sottraendo questa eolla equazione (2), si ottien»: 

i? , 2aa? 

e senb u = 



»*-*-y* — à^'+-iaiy * 



e cosh w =36 -Tj ;j — '—T — - — r 



onde: 



V equazioni (4) e (K) rappresentano due sistemi dì cir- 
conferenze che s' intersecano ortogonalmente, ed i loro pa-» 
rametri u ev potranno prendersi per coordinate di un punto 
in un piano, che rimarrà determinato dalla intersezione deQe 
due circonferenze che passano per il medesimo. 

Ponendo nella equazione, (t^) : rv <=» o, 9 «» de a, è sodi- 
sfatta. Quiotli tutte le circonferenze (^) del primo sistema 
passano per i due punti A ed A' dell' asse delle x, che ^ sì 
trovano alla distanza a dall' origine^ e V asse delle x è as^ 
radicale di questo sistema di circonferenze. > 

Denotando con R il raggio di una circonferenza (t;), con 
d Y ordinata del suo centro^ abbiamo : 

RsenvBaa, cftangi)=:a* ^^ 

Dunque v è V angolo iscritto nel segmento di circolo (v), che 
ha per corda A A' e contiene il centro. 

Ponendo nella equazione (5): y^so a?s=drat\ è sodi- 
sfatta. Quindi le circonferenze del secondo sistema passano 
per due punti imaginari dell'asse, delle y, il quale ne sarà 
asse radicale. 

L'equazione (2) può scriversi anche sotto là foriBa:> ^ 

x-^iy-ha * 



MolUplicMide mwiita par It equasmie (S), «t «iUeiie; 









.t 



Dunque il ptramelro ti è il logaritmo neperiamo del 
rapporto delle distanse di un punto qualunque di una cir- 
conferenza (ci) ai due punti A ed A', che è costante per tutti 
i punti di ciascuna circonferenza.' 

I punti dell' asse delle x compresi tra A ed A' hanno la 
coordinata t; eguale a n, per gli altri punti del medesimo 
asse abbiamo: v^=^o^ e ì punti del piano situati dalla parte 
delle y positive avranno v compresa tra o e ir. 

I ponti dell* asse delle y hanno la coordinata u^'O; il 
ponto A cb% è dalla parte delle x positive ha u =i •— oo , e 
il punto A' che è dalla parte delle j; negative: u«=3 0o. Tutti 
i punti che sono dalla parte delle x positive hanno u<C,o, 
quelli dalla parte delle a? negative t<]>o. 

II centro di una circonferenza u «» « Aa per coorcUnaie : 
«rnsSa, v«.o, e ilcentro di una circonferenza: y^^fi, ha 
per coordinate : u s= o » v «=>» 2 j3» 

Infatti le coordinate rettilinee del centro della circonfe- 
renza : ti Bs a, sono : 



^ * tangh a 

Quindi dair equazione (3)y abbiamo; 



1 senh 11 

t^sso, — 
tal 

onde: 



' tangh a coshu — i tangh «t»' 



Le cQNprdinate rettilinee del centro della circonferenza: vcr^fi, 
sono: 

a 
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Quiadi dall' «equasiofìi (3) ai deduce: 

^ { sent? ^ A ^ 

^ — ^' langjS ^ l-r-cosv "" taDgJt; ' 

onde : 

Questo sistema doppio di canre ortogonali io un ptonì»^ 
colla rotazione intorno alla retta A A', dà origine al seguente 
sistema triplo di superficie che si tagliano ortogonalmente: 
l/|Un sistema di sfere che hanno costante ed eguale 
al Iccr^tritQiQ neperiano di u il rapporto delle distanee d^ 
loro punti da due punti fissi A ed A^ che chiMier^aao i poli 
del sistema. 

2.0 Un sistema di Bupericle generate dalla rivoluzione 
intorno alla retta A A', di segmenti di circolo descritti in 
un piano che passa per A A', sopra la retta A A\ e capaci 
di un angolo v. 

3.° Un sistema di piani che passano per A A' e fanno 
coh uno di essi angoli eguali a ^ • 

Le coordiopte di un ponto saranno i tre parametri del 
tre sistemi di superficie ortogonali : u , v e ^ , e potremo 
chiamarle coordincUe dipolari col sig. Carlo Neumann che se 
n' è servilo utilmente per il problema della teorica del ca- 
lore» analogo a quello che passiamo a trattare nella teoria 
dell' elettricità statica. 

Per avere tutti i ponti dello apazio basterà far variare: 
iida==xa+(x>;vdaoa;r;(pdaoa27r. 

Tra le ooordipate dipolari e le rettilinee ortogonali^ 
quando si prenda la retta A A' per asse delle x^ e per orì« 
gine il punto di mezzo tra A ed A', esisteranno le relazioni: 

a sertli u 



(6) 



cosh u ^ 


cos V 


» 


a sen v sen ^ 




cosh V, — 


CQSV 


? 


a sen « cos 41 




cosh ti — 


cosv 


. 



n 

I.* Tra te coordinate n, v di un punio qualùnque m 
e le coordinate n\ V del punto m' reciproco ad m rispM^aUa 
efera di equazione: n^à, esistono le relazioni: 

t/ = » ; ll-f-llf a Sa. 

Infatti, se C è il centro della sfera di equazione: ti =a, 
ed:R il raggio della medesima, avremo: 

Cm . Cm' = R» , 

e in denotiamo con n il punto in cui la retta Cm incontra 
là auperflde (v) abbiamo anche: 

Cm . Cu ss RS 

e quindi: 

Cm' <» Cn; 

cioè: il punto m' si t^0Ya^ sopra la superficie {v)^ e si ha: 

«' =5= t> , 

Poiebd. abbiamo: 

Cm . Cm' = GA . CA\ 

ssùranno simili i triangoli C m A, e C m' A', ed anche i trian- 
goli GmAl ^ Gm'A, e avremo: 



(7) 


m A Cm 
m'A; ^ CA' ' 


m'A CA 

mA' ~' Cm' 


onde: 







mA . m'A C A 

mA' ,m'A! "^ C A' ' 
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e quindi: 



e == e 



U + ti' =^ 2 a , 



come volevamo dimostrare» 

Denotiamo con ^ e chiamiamo parametro del punto m, 
il prodotto: 



? = ymX . mk' , 

dove il radicale si prenderà sempre positivo. Avremo i sé- 
gaenti teoremi: 

2." / parametri ^ e ^' di due punti m ed m' reciproci 
rispetto a una sfera (u) stanno tra loro come le radici qua- 
drate delle distanze di questi medesimi punti dal centro G 
della sfera. 

Infatti dividendo una per Y altra V equazione (7), ab- 
biamo : 



m A . m A' 


^* Cm* Cm 


TO'A . m'A' 


"■ ?'* ~ CA . CA* ~~ Cm' ' 


onde: 









S/* Le distanze di due punti reciproci rispetto ad una 
sfera (u) da un punto qualtmque della medesima stanno tra 
loro come i rispettivi parametri. 

Infatti, essendo m ed«m' i due punti reciproci ed S un 
punto della sfera, abbiamo : 

^ ycm _ ^ Cm _. SjJL 
^' ^ VCW ^ Cm' ^ R "" S m" 

poiché sono simili i due triangoli: SmC e Cm'S. 
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Il parametro ( si esprime facilmente in funzione delle 
coordinate u e v dei punto m al quale appartiene; poiclié 
abbiamo : 



mX — Vi^^afri-y* 



y CUSiU u — cu* V 



onde: 

o « — **^— 



f^coshu — costJ 



Trasformiamo ora la equazione di Laplace in coordinate 
dipolari. £ noto che essendo ti, v e ^ un sistema di coor- 
dinale curvilinee ortogonali, se poniamo : 





1 dx" dt/* dz* 
*/ " du* ' du* ' du* ' 






t dx* dy* dz* 
V "" df* "^ dv* ' dv* ' 






1 dx* dy* dz* 

h* "" d^* ' d(p» ' d^* ' 




avremo: 






i*V»A.A. 


,rd/A. dV^ rf/A. dvx d. 


f*. dV' 



Ora 


dair equazione (6) si ricava: 








A, 


coshti-— cost) 
a 


- 


fa 
F' 




At 


coshti — cosv 


- 


S« 




a 


? ' 




A, 


cosh 11 — cost; 


- 


fa 

(*MII« ' 




asenv 



IDI 

onde la equazione: A*y i» o, diviene: 



«TV 

0, 





d?*:^ df'sent;:!- 
du dv 

du senvdv 


ossìa: 




(9) 





sen*v d^ 



cotv 



dv -«*V 



Ma è facile a verificarsi che essendo: 

^^^'^ ^"'"|/cosll(u^-6)-.cosv' 

si ha identicamente : 

^ ^ du* dv' dv * • 

qualunque sia 6. Onde la equazione (10) diviene: 

(J2) -T-r ^" -tV -+- cot V -y «g V = . 

^ ' dtt* dv* dv * 

Ponendo nella equazione (12) : 

ed osserraDdo la equazione (11), si vede €be rtanflne sodi- 
sfatta. Quindi: 

(i8) A-|-o. 



Ora --y- è uoa funzione finita e continua per tutti i Ya- 

lori di ti e di 17 fuori che quaado è m«» — 6, v«»o, cioè 
è finita e continua in tutti i punti dello spazio fuori che in 
un punto della retta che unisce i poli. In questo punto di- 
viene infinita, e denotando con r la distanza dei due punti 
di coordinate (u, v, <p) e (—6, 0,0) abbiamo: 

(14) lim r ^ « — ~ . 

senh -^ 

Infatti, abbiamo: 

a senh ^r- 
2 



senh a (senh' ^ -h sen' -ì 



/ 



1 ^ 
sen' - 



|Aenh*(--5— Wsen'--f j-[sen*|-hsenh'--senh*|+2cosh~senh-senh(-i 



senh' - 



onde: 






?, a senh l 



senh ~ i/senh'.^ -i-sen' ^ 



/ 



'^ sen'—H-senh'— -senh'— -f-2cosh- senh— senh -5— 

1 ,-H -fc^ -^ 



(senh'^ÌY"\ 
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e quindi passando al limite per iibs-«6, vsso, ts^Oy sì 
ottiene la equazione (14). 

Pertanto abbiamo il seguente teorema : 

4.* U% funzione -r- è finita e continua in tutto lo spazio 
fuori che nel punto di coordinate (— b, o, o), dove diviene in- 
finita come j-'f e sodisfa alla equazione di Laplace. 



Le sfere del sistema (ti) non possono intersecarsi né 
essere tangenti tra loro, ma incontrano tutte V asse pola* 
re tra i due poli A ed A'; quindi col diminuire della di- 
stanza 2 a dei due poli tutte le sfere si avvicinano ivM loro 
finché per a >» o divengono tutte tangenti. Ma quando a=0y 
anche ti e v divengono^guali a zero, e tutte le formule di- 
mostrate fin qui risultano indeterminate. Affinchè sia possi* 
bile di trattare anche il caso in cui due sfere del sistema (ti) 
siano tangenti tra loro, bisognerà prendere per coordinate 
invece dei parametri u e t; due altri parametri dei due sistemi 
di superficie (ti) e (t;), i quali non si annullino quando a^=.o. 

Prenderemo per parametro variabile del sistema di sfere 
(ti) la quantità fi a cui sono eguali le lunghezze inverse delle 
tangenti alla sfera di raggio a col centro nella metà della 
retta A A' condotte dal punto dove la sfera (ti) incontra nel 
punto non compreso tra A ed A' l'asse polare A A'. È facile 
a vedersi che tra u e jx avremo la relazione : 

senh -^ 
(15) , — 

Prenderemo per parametro variabile del sistema di su-» 
perficie (v) le quantità v a cui sono eguali le inverse dell» 
distanze di un polo da uno dei punti d' intersezione colle su« 
perficie (v) del piano normale ad A A' che passa per la meti^ 
di A A'. £ chiaro che avremo: 



t; 

sen — 

(16) v^ ^r 
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Quando a «- o le quantità ym divengono eguali alle lun- 
ghezze Inverse dei diametri delle sfere (ii) tutte tangenti tra 
loro nel punto di mezzo di AA\ e le quantità v divengono 
eguali alle lunghezze inverse dei diametri delle circonferenze 
generatrici delle superficie (v). 

Abbiamo allora: 

cosh 4 = >^i-HaV — i 



cos Y — f^TIIaS» ». I 

*^ ti -4- 11' .11 .ti' ti' U 

senb — 5 — senb-^ cosh -^ senh — cosh -^ 
(18) —3 4-, -;.H-,'. 

t;-4-f^ t; tr* 

sen — s — sen -zr , sen — 

(i7) — — - — cos "5- -4- — - — C0S-3- = f-f-V. 

a a z a 2 



XVIU 

Delerminazùme della funzione di Green per due sfere. 

Siano C e C i centri di due sfere esterne una air al- 
tra^ le quali abbiano rispettivamente i raggi R ed R'^ e sia t 
la distanza C C dei loro centri. Conduciamo un piano per 
la retta G C, e 1' asse radicale 0' delle due circonferen- 
ze secondo le quali questo piano interseca le due sfere. 
Dal punto in cni Y asse radicale incontra la retta C C', 
si conducano le due tangenti, che supporremo di lunghez- 
za ^uale ad a, alle due circonferenze, e si descriva col cen- 
tro in 0, e con un raggio eguale ad a una circonferenza che 
incontrerà la retta C G' in due punti A ed A'. Prendiamo 
questi due punti per poli di un sistema di coordinate dipo- 
lari e conserviamo tutte le notazioni del numero prece- 
dente. 
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^1i chiaro che V eqaaiioni delle dae sfere /date saranno: 

ti = a, tt sa aS 

essendo x ed a' di segnò contrario^ perchò le due sfere 
SODO dalle parti opposte dell' asse radicale. 

Per determinare le quantità a, a' e la distanza 2 a dei 
due poli, in funzione dei raggi R ed R' delle due sfere e 
della distanta i dei loro centri, osserviamo che si hanno le 
relazioni : ^ 

R senb a =s a , R' senh a' =. — a, 

R COSh a -f- R' cosb a' =■ ^ ; ^ 

dalle quali si deduce : 



11»= ~^ 

(1) 



«=^ ar 



senb a =a — , sebb a' «=• — *^ . 

R K 

I 

Per determinare la funzione di Green: G (e, x) per le 
due sfere, relativa a un punto e esterno ad ambedue, baste- 
rà costruirne una che ne abbia tutte le caratteristiche. 

£ noto, che indicando con r^x la distanza di due punti 
J8 ed X ; se il punto fi è interno alla sfera (a), e con r^'x 
la distanza di due punti fi' ed x, se fi' è interno alla sfe~ 
ra (a'), la funzione: 

*'/3x V« 

sodisfa alla equazione di Laplace in tutto Io spazio esterno 
alle due sfere. In questo spazio il punto x non potendo mai 
coincidere con fi e con fi\ la funzione vi si manterrà sem- 
pre finita e continua. Coir allontanarsi ali* infinito del pun- 
to X» essa moktplicataper r^x, e le sue derivate pruno mol- 
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tiplkate per r^yx convergeranno Terso quantità finìtei Una 
somma di un numero qualunque di queste funzioni godfrà 
delle medesime proprietà , ma se il loro numero è infinito, 
la serie che avremo dofrà anche essere convergente. 
Prendiamo dunque : 

,., g(.x) = Ì(^-h:Ì^). 

i primi termini riferendosi a punti e$ interni alla sfera (a), 
i secondi a punti ej interni alla sfera (a'), e determiniamo 
questi punti e i coefficienti As ed KJ in modo che sia sodi- 
sfatta r altra caratteristica della funzione di Green. 

Quando il punto x è sopra la sfera (a) dovr^ aversi: 

(3) G(e«)= ;i-, 

denotando con rea la distanza del punto e da un punto della 
sfera (a), e quando il punto x è sopra la sfera (a') dovrà 
aversi : 

Le due equazioni (3) e (4) saranno verificate, quando sì 
abbia: 

roa rea ' H^ol ^N-Oa '^ ' 

Aq' i Ag A(g^j)' ^_^ 

»"oa rea. W r(,+,)a' 

Dal teorema S." del numero precedente si deduce che 
queste equazioni sono sodisfatte se prendiamo: 

(8) A.==(_<).-^, As' = (-J)..|^, 

denotando |, ^s e ?»' rispettivamente i parametri dei punti 



i 



107 

tj Ve, 9s' ed essendo il panto es' reciproco ad es^-i rispetto alla 
sfepa (a)/il punto es recìproco ad 6(5+4/ rispetto alla sfera (a'), 
il punto e reciproco ad e^ rispetto alla sfera (a) e ad eo' ri- 
spetto alla sfera (a'). 

I punti es ed es' si ottengono nel modo seguente: con- 
duciamo le due rette Ce e Ce; li punto in cui Ce incontra la 
superficie (v) che passa per e sarà e^ il punto in cui Ce incoii- 
tra la medesima superficie sarà e^: conduciamo Ce'o e C'è»; 
il punto in cui Ce'o incontra (v) sarà e^y quello in cui Geo 
incontra (v) sarà e/; conduciamo Ge'i e Ce,; il punto in 
cui Ga'i 'JoeoDtra {v) sarà e,, quello in cui Ge\ incontra (v) 
sarà e,', e così seguitando indefinitamente. È chiaro che i 
punti es ed es' vanno indefinitamente avvicinandosi all' as- 
se polare^ e quindi i loro parametri. ^s e ^s' fanno' decre- 
scendo indefinitamente. Dunque se poniamo nel secondo 
membro della formula (2) i valori (5) avremo una serie con 
ì termini alternativamente positivi e negativi indefinitamente 
decrescenti, e quindi convergente. 

Pertanto la funzione : 

,e, c(.x)=|f(-.).(|--H^) 

avrà tutte le caratteristiche della funzione di Green per le 
due sfere (a) ed (a') relativa a un punto esterno e, e sarà 
questa funzione stessa. 

La densità pe della elettricità indotta sopra la sfera (a) 
dalla elettricità eguale ad uno contenuta nel punto e , sarà 
data dalla equazione: 

- JL ( ^g(^^) _ _1^ ) 

^* "" 4ff \ dr dr /^«k 

dove r è il raggio vettore del punto x, condotto da C. So- 
stituendo il valore (6) abbiamo: 
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Se denotiamo con Q la qnantiti della elettricitli sopra 
la sfera (a), avremo: 

dove r integrale deve estendersi a tatta la sfera. Ma per ii 
teorema 3.* del $. IV, essendo i punti e ed e» esterni ed i 
punti e» interni alla sfera (a), abbiamo: 



rd— rd-L fd-^ 

l^do = o. J^^d.^o, J -^do 
J dr '^ dr '' dr 



1 



onde: 



(7) ft«s(-i)«-: 



e. 



• 



K ' 



Analogaioeiite, denotando con ^ la quantità di elettri- 
cità sopra la sfera (a,% avremo: 

18) Q'-2(-l)«-|^. 

Restano ora a determinarsi i parametri ^% ^J in funzione 
delle coordinate ii e v del punto e e delle costanti «, a' ed a. 

Per questo basta osservare che essendo i punti e% ed es^i 
reciproci rispetto alla sfera (a) ed e% e e\^i reciproci ri- 
spetto ad (a'), abbiamo per il teorema l.<^ del numero pre- 
cedente, se denotiamo con %h v% le coordinate di «i» e con 
W vj le coordinate dì e»': 

v% a t;/ cs r 

Il 4- tio ■» 2 a , tt -4- ti/ , = * *' 
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onde, ponendo: 

(9) a — a' = it , 

avremo : 

( tifi =3 2*«-+-2a — t«, t««8.| e. 2««-f-ti 

m 

\ ti,g'= — 2<i9 + 2a*— u^ n'ts.i =-— 3«0 4-il 

I 
e quindi: 

?.. = 



S ii^« ■» 





a|^ 






Kcosh(2«i7-ì-2a. 


-«)- 


-cosv ' 




af^ 






K CO$li (2 « « -f- 


«) - 


COS V ' 




oF^ 






f/co8h(2«iiJ 




4-tt)- 


•C08t> ' 



y cosh (2 « -cr — ti) — COS V ' 



XYIIl. 



Diitribuzione della eleUricilà sopra due conduttori di forma 
sferica in presenza uno dell* altro. 

Supponiamo che sopra la elettricità libera e allo sta- 
to naturale di due conduttori di forma sferica agiscano 
forze elettriche qualunque, e sia P la funzione potenziale 
delle medesime. Denotiamo con Va la funzione potenziale 
dello stato elettrico indotto da queste forze sopra i due con- 
duttoriy relativa ad un puntQ qualunque e esterno ad ambe- 
due, con Vi e con V/ le funzioni potenziali di questo mede- 
simo stato elettrico relative rispettivamente ai punti t interni 
alla prima e ai punti f interni alla seconda sfera. 
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Sia: tis-tsa l'equazione della prima, ed u=s:a' la equa- 
zione della seconda sfera. Sopra la superficie (a) doyrà 
aversi : 

Ve = Vi « e - P , 

e sopra ^i superficie (a'): 

: Ve = Vi' = e' — P , 

dove e e e' indicano due costanti: 

Se neir interno dei due conduttori non si trova alcuno 
dei punti d' onde emanano le forze elettriche che hanno la 
funzione potenziale P» sarà in tutto lo spazio racchiuso dalla 
superficie (a): 

(1) Vi = e - P , 

e in tutto lo spazio racchiuso dalla superficie («'): 

(2) Vi» « e' - P . 

Per la funzione potenziale Ve relativa ai punti esterni, 
avremo sempre per ciò che abbiamo dimostrato nel $. 13: 

(3) 4,r Ve ^ J (e — P) pe d(T -4- J (c' ^ P) pe' do' , 

dove il primo integrale deve estendersi a tutta la superfi- 
cie (a), il secondo a tutta la superficie (a'). 
Ora dal numero precedente abbiamo : 



/' 



p, ,dcr==Q==S(_l)s A; 



/' 



pj da' ^Q! => i i-iy -j- 



idfalMÉMaÉkÉMiU 
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(4) Ve = e Q ^- e' Q' - J P pe de — J P pe' da'. 

Gonsìderiaitio il caso in cui non esistano forze elettri- 
che esterne, cioè supponiamo : 

P:-0, 

e che soltanto siano state comunicate ai due conduttori pri- 
ma di porli in presenza, ai primo la quantità E, al secondo 
la qiiantilà E^ di elettricità. In questo caso avremo: ' 



(5) Ye = c +.C' Q' = ci(r^ 1)^ + 0' 2 (- i)s-|^ 

Vi=ac, Vi' = & r 



Denotiamo con p la densità della elettricità sopra la su- 
perficie (a) e con p' quella della superficie (a') , osservando 
la relazione: 



dp du^^ 



avremo: 



.- -— =1— -_(c -JÌ4-c'--^)=-— r — (cosha - cosv (c-r^4-c'~) 

Air dp hn\ dp dp/ Aira^ ' \ du du/u^oL 

----3— c=— — {c~=7-f.C' ^)=— . = (eOShoc'- CÒSV) (e ~ Hk- c' -^r^) 

4;rdp 4;r\ dp' djp7 kna^ ^ \ du du /u^a!. 



C) Vedi Umé. £«#OfM itir kj caprdonné^i 9Wf»iii^m$n U I. 
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Per determinare le cosUnti e e o' osserviamo ehe le 
qaantità E ed E' di elettricità libera sopra le due sfere so- 
no date dalle due equazioni: 



e si ha: 



f. / • 1 

-2-__J =,) 

i f/cush (2 « t» -h ti) -r- C08 Vf 

Q'rs f (.|)»-|^« t^rcoshu-^cosv) (" i^, ^^^ ì , . 

f , ^ ) 

I f/cosh (2 «« — ti) — cos v/ 

Quindi per il teorema 4.* del %. 16^ sarà: 
A«Q = o, 

e Q si conserverà finita e continua in tutto lo spazio inter- 
no alla sfera (a) fuori che nei punti di coordinate: 

nei quali diverrà infinita come: 

a 

rsenli(^«H-o(> ' 
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Dunque per il teorema 3.* del {. lY. avremo : 

*^J »P • Benh (< «r H- a) ' 

ADalogamente, si trova: 

4»y ap , 8enb«a 

**J dp' "* " • 8enb(«0-.a'j| 
e quindi per determinare e e e' si hanno le due equazioni : 

(e- cai-—-* e'ai L_ 

I • senb(«0 4.a) I senh««' 

CO { 

\ t seob « « , 8enb(j«— «») i 

e ponendo: 

(8) a 2 * ^ . -; 1 



«« —"Y" 



1 



" ^ 8enh(t«— g») = ^»»» ^ = 1^" r« -Ti.* 



ai ottiene: 



(•) ^^ yHg-Y.«E' ^_ yuE'-Y.,E 






Se i due eonduUori sferici in presenza ano delP altro 
sono riuniti per mezzo dì un filo conduttore sottilissimo^ la 
funzione potenziale sulle due superficie avrà lo stesso va-> 
lore e quindi: 

e la differenza A delle elettricità libere dei due condattorl 
sarà : 

A » E *- E' . 
Quindi avremo: 

A » ca(^2 2 ^ \ 

\ senh («« -+- a ) senh (« -©—a')/ ' 

ed essendo: 



i 

A^caS 



Poniamo : 



F (z, lar) = 2 



senh fa? -j-(2«H- 1)^1 



Quésta funzione monodroma ha evidentemente per radici 
futte le quantità della forma: 

e per infiniti tutte e sole le quantità della forma: 



(im -4- i) -^ -f-n^rt . 



• • 
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Dottqae ha i soli infiniti e tutte le radici delia funzione el- 
littica : 

sn (z^ k) 
cn{z, k) ' 

doYei 



-*^p(j=^y. 



(10) 






9» e 
ÀTremo dunque: 

dorè t (2) è una funzione intera: 
Ora abbiamo: 

T(z-+.ia, ia)=> F(ar, «)= (p(a;-t-o) 



8n(jg, 4) 
cn(2, *) ' 



r(, + »,-,«)=-F(z,«) ,p(a + ,0ÌJ>L^; 

cn^^'f K) 



onde: 



e quindi: 



^[z-h «) -^(Piz), 
<p(z-hiti)^^(z), 

♦ (^)-C, 



I 
I 



♦ • 



» 
Moltiplicando da ambedue le parti per seoh ^2— ^\( 



passando al limite per z » -^ si ottiene: 



c = — le. 



^ ' cn(z. A) 



Onde: 



^.A'-.,^ 



/« -+- a' A 



senh 



e qaiQidi: 



(11) A=:- 



/a -h a' , \ 



Consideriamo ora. ii tbIofì della funzione potenziale V» 
data dalla equazione (5) per i punti che si trovano saài^ Uuea 
che unisce i centri delle due sfere. 

Per 1 punti di questa linea, c^q si trovano tra le due 
sfere, abbiamo: 



V ^ n ; 



*I7 

onde r equazioni (11) del nùmero precedente daranno: 



^..-. 



cosh (««-ha j-ì 

. cosh /»«-+- -5-j 

Sii = —^—^—^——^- 

cosh /««—a'-h-^j 

U-. *-T — - 

cosh \È ^ 5-j 

e quindi: 

) Va «i cosh ~ 



ti r /- i * 4 ^\ 

L 1 " cosh f^tj-f-a — — j * cosh (5'Cy-4- -r-W 

' /"! ^^ — ^ - ^ — s — ^^1- 

l " cosh (s<? — a-4- -a) * cosh (-5 *'°^)/J 



-4- e' /2 



Se cesc'^ cioè se ì due conduttori sono in c'omunica- 
jBione mediante un filo sottilissimo, avremo : «' 



<^3) V< 






— 2 - 
"* coshl 



4 
k 

•• 



I. « 
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Ora abbiamo: 



= iS 



cosh (z-t-{i»^i)jj " senh (2 H- y -*" (2»-+-*)|) 



CO 



(-T-') 



dn (z,ik) ' 



e quindi 

i 



cosh(:iZ:^-^(..^l)|.) dnfLzp^,*) 



» 2 



cosb 






e sostituendo nell'equazione (11): 



ft' 



"•='h"°"'^(;;;:^Ep:^-(^-'))} 



Per i puntt che sì trovano sopra la retta ohe unisce i 
centri^ e che hanno ambedue le sfere da una stessa parte^. 
abbiamo: 



V ma 0. 



119 



Quindi : 
<15) Ve=senh^| 



e' /: 






senh (««-t-a' — ^j ' senh 
e se e = e' : 



r4+»enh|/2 



senh f - 



2 



f-(2*-Hl)|) 



— 2 

"* «enh 

e in modo analogo si trova 



(i— ))] 






\ 



r"(f*)/j 

Denotiamo ora con p^ e con p/ le densità degli strati 
elettrici nei due punti m ed m' nei quali le sfere (a) ed {et!) 
incontrano la linea, dei centri e che si trovano tra questi 
medesimi centri, e con p, e p,' le densità negli altri due 
punti n ed n' dove le sfere (a) ed (a') incontrano la mede- 
sima linea. Avremo dalle equazioni (6): 

i /dV,'\ ^ i /dVe'\ . 2cosh**a 



ISO 

Ora la equazione (U) dà: 



dVe' e . ^ 
- — -rs — -senh-:^ 
dti 2 



Hz:(;EfU)'^'(ì.^)) 



,, /ti— a— a' ,\ /u— a — a ,\ 

■^ '"'^\ — dn- ( »-;-' ,!) ^ - "^ '" VI' O^G'* 

e quindi: 

©«-«= *• ' ''^'^ ¥ «" (§! *) ^" (i' *) 

e quindi: 

'•''==-¥£ *=»*»'' ?*="(f'*)"(t'*)- - 

Le due densità p, e p/ nei punti m ed m' essendey a ed tt' 
di segno contrario saranno una positiva e T altra negativa. 
Avremo inoltre: 



1 /dv.\ "'"*'' T 






Usa a 



1 /dv.'v **"''T 






a 



.«1 

Ma dall' evasione (46) si ricara : 

-t- a- seah -5- 1 *' — : \ h | ♦ 



onde: 



/rfVe% ^ 



e senh -^ 

2 



dn 



(t>*) 



»Ht'*)'- 









e quindi: 



'*'^'~r^*'^'T 



-•(t'*) 






"•(t>') 



ed anche nei punti n ed n' ai faann(^ elettricità, di segno con- 
trario. 



• % 



•t» • 



A. . . 

Per trattare il caso in coi i dae condattori mnd in con- 
tatto, converrà sostituire alle coordinate u evie altre /« e y 
determinate dalle equazioni: 

- u , t; ' 

lia «a senh — , va = sen — , 

e quindi l[>orre a ^=^ o. 

Supponiamo la funzione potenziale P delle forze elettri- 
che esterne eguale a zero ; allora sopra le superficie di am- 
bedue i conduttori la funzione potenziale Yo relativa ai panti 
esterni, prende lo stesso valore e. Onde: 

Ve = e (Q -+- Q') 
essendo : 



V / senh* — -h sen* — - 

$.._. _ / senh*-|--t.sen'-|. 

r senh* I 5 ì -f. sen* -5- 



Denotando con fi e fi' i valori algebrici inversi dei diame- 
tri delle due afere avremo: 






I iwiiiptii I ili jmiiì;"'»' 



iss 



Maendo: 

j8 _ JJ' -. « . 
Analogamente } 



^ K(2»«— 2j8'-f-/t)«H-v» 

f K 0»— 2»w)« -f- V» 



onde: 






— 2 



Nei ponti esterni alle dae sfere che si trovano sopra la II- 
. nea dei centri sarà: v «a o, e qnindi: 

Ora è noto che si ha : 



— JL fan ^ 



-• 2r-h(2«4-^)^ ^'^ ^^ 



• i n nz 

♦ -t "T+2lir "• a;? ^^^ 2i? • ^ 

9 



1» 

Quindi: 



\ "*" 2(^-^)*^' 2 05 ^^■) / 

Denotando con p, e p,' ie densità dello strato elettrico 
nei punti n ed n' dove le due sfere iveontrano la linea dei 
centri, avremo: 

1_ /dVA ^_ jSc >r 



XIX. 

Determinazione dell* attrazione o ripultione netipnaeu . 
di due conduttori di forma sferica elettrizzati. 

11 potenzile della elettricità distribuita iiibHo stato di 
equilibrio sopra due (Conduttori di forìnà sferica che si tro- 
vano in presenza uno dell* altro con i loro centri distanti tra 
loro di una lunghezza ^, come abbiamo dlimslralajiel$« XYI 
è dato dalla formula : 

ed essendo : 
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V attrazione o ripulsione F tra i due conduttori è data d^k 
equazione : 

Ora dnir equazioni (7) del |. XVIII abbiamo : 

1 



y» = a 2 



i 



'" « senh 5-0 

- 1 

* '^" == . "* 7 senh(«i;T-a') ' 

Dall'equazioni (1) del f. XVIT, si deduce: 

(fa cosh a* W cosfejt' 

di R senh <? ao ' 

da' ^ cosh t> ^ ^ RjCQ^ g 
d(J "^ R'senh<ff . a^ 

c^t? d 1 



dS RR'senhiiT a ' 

da coHh g cosh a' _ RK cosh a cosi»»* 

^ ^^ senh a a è 



onde: 



dy,; _ J_ /RR'còshaCOBlia* ^ ^ (< J 4- R' cosfa tt') cosh (sm ^ a)\ 
dT "■ * \ a* '^" senh* (*o -+- «) / 

rfy^ i / RR' cosh g cosha^ £ gj cosh 8^\ 

€lS '^ i\ a* "^^ 4 senh* « -cr / 

dr„ i /RR'CQShctcosha' & (s J ^^^Reosh g)cosh (j?<g — g') \ 

rfJ-^TV a* ' ^""^ • senh(«^-g') / 
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e quindi: 



1 /R R'co8haco8b«' ^ ± /-i T (« ^ •^- '^'«o»'' «') C08h («« -t- «) 
^ "TV a* ^~ f\ • senh» (*«-*-*) 

- «JcMh»« ^ ^ («I -f- R cosh à) co«h (»<i — «' >\ 
-**'*. sento» «« "*"*^ . sento* («« ~ «-) -^ ' 

Se le sfere hanno raggi egaali, sarà: 

a' ss — a, R = R', 3 R COSha -» SRcoafaa' = ^i 

c' + c^ j a ' a 

S esento (2 «-+-!) a "^"^ T sento 2 «« ' 



e quindi: j 

cotfaa — 2(cothi« 



' * /» vn v* cotlia- (a> -4- 1) cotto (8» + 1) g 1 .- cotto» — ìtco 
= _(C +C >z 8enh(2«-fl)a 8 ' . 8cnto2»« 

e trascurando le potenze di y superiori alla 2.* : 

onde : due sfere eguali elettrizzate che si trovano a una di- 
stanza molto maggiore dei loro rag^i si attraggono o si re- 
spingono secondo che le funzioni potenziali sopra le due 
sfere hanno segni differenti o eguali, e Y azione è propor- 
zionale direttamente ai valori delle funzioni potenziali, alle 
superficie delle sfere e in ragione inversa del quadrato della 
loro distanza. 
Se poi: 

e = e* , 



sarà; 



v * <«. y -va » coth n a — coth a 
3 ^ senh na 
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XX. 



BoUiglia, di Leyda. 



Sopra due superficie A e B di forma qualunque sepa- 
rate tra loro da uno strato sottilissimo di materia coibente 
siano distesi due strati di materia conduttrice. Lo jstrato che 
è a contatto colla superficie A sia posto in comunicazione 
con un corpo conduttore G, e quello che è a contatto colla 
superficie B sia posto in comunicaì^ione con un corpo con- 
duttore C'y e ì conduttori C e C abbiano cariche diffe- 
renti di elettricità. Denotiamo con V la funzione potenziale 
di tut|a r elettricità che si troya allo stato di equilibrio sui 
conduttori C e C e sopra i due strati di materia condut- 
trice in contatto colle superficie A e B. Nel conduttore C, 
e nello strato che é in comunicazione con C avremo : 

V = c. 

Nel conduttore C^ e nello strato che è in comunicazione 
con C\ sarà : 

V = e' , 

essendo e e e' due costanti dipendenti dalle cariche elettri- 
che dalla posizione e dalla forma dei conduttori e dei due 
strati. 

Denotiamo con e le lunghezze piccolissime ma variabili 
delle porzioni di normali alla superficie A comprese tra A 
e B, e con 9' le lunghezze delle porzioni di. normali alla su- 
perficie B comprese tra B ed A. 

Se prendiamo per assi coordinati la normale p a un 
punto m della superficie A e due rette tra loro ortogonali 
sul piano tangente ad A nel punto m, che passano per m, 
Y sarà una funzione di p e delle altre due coordinate, ed è 
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chiaro che nel punto n dove la normale in m alla superfì* 
eie A Incontra la superficie B, avremo: 



dp ■*■ 2 dp» 



y =c' = c-h\ ^rr T- — :ì-t , 



trascurandp le potenze di e superiori alla seconda. 
Analogamente ìivremo : 

^ ^. dV e" d*V 
dp' 2 dp" 

Denotando con f e, p' la densità degli strati elettrici in cou- 
Utto eolla. superficie A e colla superficie. B, abbiamo: 



__±_ dV , i dV 

^ ~ 4^ dp ' ^ "* 4ff dp" 



e trascurando le quantità dell' ordine G: 



! dp^ ^ dp^ 



Onde prendendo eguali A e 6' avremo: 



2 dp' 
(*) ! 

, 2 dp* 

La superficie A è una superficie di livello rispetto alla 
funzione Y; quindi la sua equazione sari^ della forqua; 
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essendo V funzione deHa sola p. Avremo dunque: ^ 



rfV 
dp 






/ */T-<^V ./A-rfV ^/T-'^V \ 

dp* \ dx dx dy dy dz dzr 



ì 



"^W" 



Ma abbiano : 



(dAp dp dòkp d.p d^p dp\ 
dx dx dy dy"^ dz dgj 



Ap 



dV 
dp 



A'V = Ap 



«TV 



dp 



A'p 



onde: 



d«V 
dp' 



y dvf P^** 2 W ^3F^3^^^di^ry ) 
>» "^ d p \ ~Tp : / • 



Ora la equazione: 



d*P d«p 

dx* ' dx dy 



d'p 
dxdz 



d\ 
dxdy 

rf*p 
dzdx 



dp 
d« 






dy 

dzdy 

dp 
Ty 



d p 
dx 

il 
dy 

, £f 

dà* ' dz 

dp 

42 



d*r 
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ha per rydiei le dne qatotifà: 

R R' ' 

dove R ed R' denotano i raggi di matrima e minima canni* 
tura della superficie A. Avremo dunque: 

'^^'^' i\dx dx ^dff dy ^dz dz) ^-c-/l i\ 

aT ^^Kr-^-f). 

e quindi: 

5ii - - d]J ( R -^ TP; = * ' <' (ìT -^ R') • 
Sostituendo nelle equazioni (4), ai ottiene: 

Soomiando ai ba: 

'•=-'[—(f-i)] 

e sottraendo: 

(2) e — e =%n (p' — p)ft. 

Se denotiamo con du e dv gli elementi delle due linee 
di curvatura della superficie A in un punto m» V elemento d9 
di questa superficie sarà: 

« do ^ du dv ^ 
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r elemento dalla toperficie B determinato dal prolnngamento 
delle normali ad A, sarà: 

e ayremo: 

du du' dv d& 

onde: 

(3)*'«d«dt,(l-.|) (lH.±)-d.[iH.(»(|4-ir)]- 

Avremo danqne : 

e quindi trascnrando le potenze seconde di : 

(4) p' dcr' = — p da ' 

eioè il seguente teorema: 

Sé prendiamo una porzione a di superficie A limitala da 
una curva chiusa^ e la corrispondente porzione h di superfi- 
cie B limiuUa dalla curva tracciala sopra B dai prolunga-^ 
memi delle normali ai punti di b, la somma algebrica delle 
quantità^ di elettricità che si trovano sopra a e sopra h\ è 
eguale a zero. 

Se i contorni delle doe armatore si corrisponderanno 
in modo che le normali ad A nei punti del contorno del- 
l'armatura di A prolungate fino alla superficie B determi- 
nino il contorno dell'armatura di questa superficie , é de- 
notiamo con E ed E' rispettivamente le quantità di elettri- 
cità cariche elettriche delle due « armature di A e di B ^ 
avremo approssimativamente: 

E' — — E. 
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MoHipIteaudo i^r relemeiito d^ deli» supericie A l'eqaa- 

zione (2) sì ottiene: 

p'da — fdc = ^^^ da; 
ma dalle equazioni (3) si deduce: 

dove SI sono trascurate le potenze df superiori alla pri- 
ma .' Quindi trascurando la potenza prima di faccia alla po- 
tenza negativa di 0, abbiamo: 



-/,.. — E- £^/ 



T^«' 



Se prendiamo unifonne la grossezza ^ dello strato coi- 
bente interposto tra le due armature^ sarà una costante, 
e denotando con Sia superficie dell'armatura di A, avremo: 



(«) 



^= 'éè-''-^6' 



E' a» _ e -5^ -+. é> _§- 



Rammentando ciò che esponemmo alla fine del $. XIII^ abbia- 
mo da queste equazioni i seguenti teoremi , i quali sono 
ter! nel grado di. approssimazione del calcolo che abbiamo 
«litoi 

i.^ Le c^pacUà eleUriclie delle due armidure di una boi- 
iigtia di Leyda.mno eguali e direlkmerUe proporzionaii alla 
superficie delC armaiura e inversamente proposizionali aUa 
grossezza dello strato coibente interposto. 

2." La carica elettrica è proporzionale alla capacità elet- 
trica delle armature e alla differema dei valori della fun- 



183 

zione potenisiale sopra i due cmduUori mediante i 91106* si è 
caricuta la bottiglia . 

Il potenziale delle due armature, ciod la funzione le 
cui derivate rispetto alle cooÌMiinate rettilinee e angolari 
cbe danno la posizione dell* una relativamente all' altra^ e- 
sprimono le loro azioni reciproche, sarà: 

P = _ * («E-f-c'E'), 

cbe colla sostituzione dei valori di E e di E' diviene: 

Oro se scarichiamo la bottiglia, cioè se stabiliamo la co- 
municazione tra le due armature > & diviene eguale a e e 
quindi : 

P = o. 

Onde la scarica aundenta il potenziale della quantità: 

(e' — cY S 

2ffd ' 

e per quello che abbiamo dimostrato nel $• IX, avremo il se- 
guente teorema: 

Gli effetti meccanici della scarica di v,na bottiglia di Ley- 
da sono direttamente proporzionali alla superficie dell'arma- 
tura, al quadrato della differenza dei valori della funzione 
potenziale sopra i dm serbatoi coi quali sono stale poste in 
comunicazione le due armature per caricarla , e inversarneH- 
te proporzionali alla grossezza duello strato coibente interpo- 
sto tra le due armature . 

Se la scarica non produce lavoro meccanico^ né movi- 
mento, tutto r effetto meccanico si ridurrà a produzione di 
calore, e la quantità di questo sarà data dalla formula: 

•^ ^~ 2^fll ' 
denotando con I T equivalente meccànico del calore. 
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Siano ora n bottiglie di Leyda latte eguali tra loro» e dialin- 
gttiamo con indici posti in basso alle lettere che le esprimono 
le quantità relative alle differenti bottiglie. Supponiamo cbe 
l'armatura A( della prima bottiglia sia iu comunicazione 
col conduttore della macchina elettrica sopra la quale la 
funzione potenziale abbia il valore e' ; 1* armatura B| della 
prima bottiglia sia in comunicazione coli' armatura A, della 
seconda e denotiamo con C| il valore della funzione poten- 
ziale sopra A, e Bi*. l'armatura- B, sia in comunicazione 
coir armatura Ag della terza bottiglia e sia e» il valore della 
funzione potenziale sopra A, e B, e cos) di seguito; final- 
mente l'armatura BnSia in comunicazione con un serbatoio 
sopra il quale la funzione potenziale ha il valore e. Siano 
rispettivamente: p«', p,\ p.,S ... pa' le densità delle elettri- 
cità sopra le armature: A,, A^, A, ... Ai; e p,, p,, p,... pi 
le densità sopra le armature: B|» B, ... Bd. Trascurando le 
potenze di superiori alla prima, dall'equazioni (i) si ricava: 

, e' ~ Cj C| — e' 



'■■-^hiS^ • '■- 



e — Cn- 



JL=± 



Aftù 



Onde denotando con E/ E,' ... Es' le cariche dell'armature: 
A|, A, ... Ab e con £| , E, ... £& quelle delle armature: 
B| B, ... Bny avremo: 

p, ^ C — e _ Ct — g% 



E..^£.j=£s . E.-f:=^s, 



m 

Sommando abbiamo: 

4f fr 9 

Quindi abbiamo il seguente teorema osservato da Green» 

La carica elettrica di una serie di bottiglie caricale per 
cascata è eguale alla carica che si otterrebbe neUe medesime 
eircostame da una sola bottiglia. 

Il potenziale della sèrie di bottiglie caricate per ca- 
scata sarà: 

W = — { (e' E/ H- C| E,' H" e. E,' -i- ... -4- e En' 

-+- C| E| -h Cj Ej ■+• . . •- Cn_| Ed) , 

e sostituendo i valori (6) avremo: 

W jfg((c^-cO*H-(c,.c,)«^(c,.c,)«4.... + (c«..-c)'y 

Poiché le E/ E/ . . En* hanno tutte lo stesso segno, le quan- 
tità e* — C| , C| — e, ... sono tutte positive o tutte negative» 
e la loro somma è eguale a e' —e. Quindi la quantità tra 
parentesi è < (e' — c)\ ossia 11 potenziale delle n bottiglie 
caricate per cascata è minore in valore assoluto del poten- 
ziale di una sola bottiglia caricata colla stessa macchina e- 
lettrica e abbiamo il seguente teorema: 

Gli effetti meccanici che si ottengono dalla scarica di più 
bottiglie di Leyda caricale per cascala sqno minori di quelli 
ohe si sarebbero ottenuti dalla scarica di una sola bottiglia 
caricala colla stessa macchina elettrica e sempre Sminuisco- 
no crescendo il numero delle bottiglie « 
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XXI. 

DetermifMzione sperimentale dei valori della funzione potenziale 
di un sistema di corpi elettrizzali. 

Sia V la fuQzione poteoziale di un sistoma dì corpi qua- 
lunque elettrizzati posti in presenza uno degli altri, ed S lo 
spailo connesso esterno a tutti questi corpi. La funzione Y 
avrà valori costanti sopra i corpi conduttori del sistema e 
iralori determinati» ma che potranno essere variabili da punto 
a punto nei corpi coibenti del sistema e queste condizioni 
servono alla sua determinazione in tutto lo spazio S. Dato 
il metodo per determinare V analiticamente, vediamo come 
si possano verificare esperimentalmente i valori dì questa 
funzione. Sia m un punto dello spazio S, ed s una sfera di 
materia conduttrice di raggio a e allo stato naturale^ che 
porremo col centro in m. Se le distanze di tn dai corpi 
elettrizzati del sistema, e il raggio « della sfera s sono tali 
che r azione della elettricità di s non possa rendersi sensi- 
bile sopra r elettricità dei corpi conduttori del sistema , la 
elettricità sopra la superficie della sfera s sotto V azione delle 
forze eiettricbe del sistema vi si distribuirà, come abbiamo 
di«»o8trato nel (. Vf^ in modo che la densità sarà data dalla 
formula : 

. a . dr 

dov^ r denota la distanza del punto che si considera dal 

d V 
centro di 5, e per Y e -j— si debbono prendere i valóri che 
a r 

avrebbero queste funzioni nel punto della superficie s nel 

quale si vuole determinare la densità, se non vi fosse la 

sfera s. 

Finché la sfera s rimane isolata, la sua carica elettrica 

Q sarà eguale a zero> cioè le elettricità positive e negative 



m 

che si tUDveramo $Qivr» U medesima sar^QW .egmili, e 
avremo: 



Ora per il teorema !.• del §• IV, abbiamo: 



s . 



^' 



n'indi sarà: 






o; 



Vd0 



e avremo il seguente: 

Teorema U^ M una 9fbra isotata a soUo l'azione di forze 
ei€{tricbe di un. sUtmia qwdmmmf net eaeò che ^ ]f^9sa trijh, 
seurart Vazitm/^ oh» reloUriàità che si trova aopra di leieiSierA 
cita sopra quella degli altri corpi conduttori del wlema^ Velet^ 
triekà si distribuitile in tmdo ehe. la funzione potenziale d^^ 
sistema sopra la super floie di s sia e^Me ut valor fmdioda 
avrebbe sopra i punti che occupa la $uperfieie ste^m quando 
la sfera s non vi si trovasse* 

Prendiamo ora an filo coodattore e poniamo la sfera s 
i» comuiiicazìoBe eoi suolo; una porzione di elettriciià dalla 
superficie s aqdpà nel suolo» e la rimaneate si distribuirà 
sopra s e sopra il filo conduttore in modo che la funùone 
potonsiale .vi sia tgw^le a zero. Questo durerà finché il Qh> 
conduttore rimane unito ad s ed al suolo; ma quando si to- 
glie la comunicazione del -filo colla sfera e si allontana il 
filo, r elettricità della sfera s non essendo più sotto l'azione 
di quella che si trovava sul filo, prenderà un' altra pioaivipnc^ 
di equilibrio, e 9 valore delta fiisaioiie poteaziatfi'P»o4rk va- 
riare e lordare ad ewere differente da aero. Se pernii fila 
^r^ taato aotUle ohe V arsione d^Ia elettrici^ ebe. potrà' in;i^ 
v^r» &9{Mra ,il inpdie^iiR^ HI vicie^Q^a (^la §fei;9^r9ia traa^ff^* 
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Me, Mto il filo la elettricità della sfera $ eonsenrerà la mede- 
sima distribazione, e quindi la fanzione poteaiiale continaerà 
ad esservi eguale a zero. Dopo aver dunque posta la sfera $ 
in comunicazione col suolo mediante uà filo sottilissimo, ed 
aver poi tolta la comunicazione, avremo e =^0 é quindi la 
densità sopra la superficie di s sarà data dalla formula: 

V dV 

^ a dr 

e quindi denotando con Q la quantità di elettricità rimasta 
sopra la sfera, avremo : 



(1) 



hna J J ina* 



Onde si deduce il seguente: 

Teorema S.* La quantilà di eMtrieità che si troverà so- 
pra una sfera condtMriee col centro in un punto m , dopo 
averla posta in comunicazione col suolo mediante un fUo sol- 
tilissimOf trascurando Fazione che essa potrà esercitare so- 
pra i corpi conduttori che la circondano^ sarà eguale al rag^ 
gio di questa sfera moltiplicato per il valore medio che la 
funzione potenziale della elettricità dei corpi che la circonda- 
no preso negativamente^ prenderle nei punti occupati dalla 
sua superficie quando essa non vi si trovasse. 

Se il raggio di questa sfera sarà piccolissimo, questi va- 
lori della funzione potenziale sopra la sua superficie diffe- 
riranno Insensibilmente da quello che essa ha nel centro 
della sfera e avremo, denotando con Va questo valore: 

e quindi x 

Teorema S.^ La quantità di elettricità di unfl sfera pie- 
colissinuk di materia conduttrice posta col centro in un punto 
m, dopo che sarà stolta in comunicazione col suolo mediante 
un filo sotàUssimo^ sarà eguale (U prodotto preso negativon 



OD 

Menie éel friggio della ffira miMpUctìo per il valere che la 
fìmzkme potenziale della ekUrieità dei terpi che la cirotm<- 
dano avrebbe nel pu^ m se essa non vi si trovasse. 

€0D una sfera di prota si determìiiano dunque i yalorì 
della ftiBEione poteaziale nel differenti ponti di uno spazio 
in cai sono ìnmerBi corpi elettriscati» parche questi pùnti 
non si trovino troppo Ticini alle superficie di quelli tra que^ 
8ti corpi che sòn conduttori. 

Se scaodagliauio colla sfera di prova un punto dello 
spazio interno ad un conduttore, per esempio un punto dello 
spazio raochlaso da una soperficie sferica, troviamo sopra 
h. efera di prova una carica elettrica proporzionale al va- 
lore delia funaione potenziale sopra la supericie delia sfe» 
ra» bendié in ^ael piuUo l'azione elettrica sia naHa, perché 
la flinaione potenziale ha in esso il medesimo valore che àa 
alla snperficie della sfera. 

Ora se invece di far comonicare col suolo la piccola 
sfera s che ha il centro in un punto m, si facesse coaiajpi- 
care mediante il solito filo sottilissimo con uno dei condot- 
tori sopra 9 quale la funzione potenziale ha il valore fi^ do- 
po toHa la comunicazione, avremo sempre: 



e quindi la densità sarebbe data dalla formula: 

. fi-y ^dV 

^ a dr ^ 

Onde denotando con Q* la quantità di elettricità che si tro- 
verà sopra s^ avremo: 

e sottraeMo 4a qfkeata la equaaione (1). si otiarrà; / 

0'— \ì 
fi ^ i£- — S , 
a 

10 



dalla qaale si deduce .il seguente processo sperimentale per 

determinare il valore della funzione potensiale sopra nn 

conduttore: 

&' pmè una sfera di prova in tm punto m non troppo 

vicino al conduttore e dopo averla posta in comunicazione col 

suolo se ne determina la carica Q ; poi si scarica la sfera di 

prova e si ripone ad centro nello stesso punto m, si pone in 

comunicazione col conduttore e poi se he detemUna la carica Q! ; 

Q' — Q 
il valore della funzione potenziale stU conduttore sarà . 

La proprietà della sfera di prova di dare il valore della 
funzione potenziale nei punti dello spazio esterno ai corpi 
elettrizzati, e non vicini a quelli tra questi che sono con- 
duttori non so se sia stata osservata da altrì^ ma certamente non 
è nota a molti fisici, i quali ritengono che dia invece V azione 
elettrica, e questo può dar luogo a molti errori. Facciamone 
r applicazione ad una esperienza di Faraday. Sìa dato un cor- 
po coibente R simmetrico, e simmetricamente elettrizzato in- 
torno ad un asse X, estaV la funzione potenziale de) mede^- 
mo; poniamo al di sopra di K col centro sull'asse X^ uoa sfera S 
di raggio a, q facdaquola comunicare col suolo mediante un 
filo sottilissimo, e dopo scandagliamo colla sfera di prova s 
diversi punti dell' asse X dalla parte della sfera S opposta a 
quella in cui è posto K; si trova che le cariche della sfera 
di prova vanno orescendo sino a un. certo punto dell' asse^ 
al di là del quale decrescono indefinitamente. Ora è facile a 
dimostrarsi che la funzione potenziale della elettricità di S e 
di K cresce sino a un certo punto dove acquista un valore 
massimo e poi decresce indefinitamente, mentre V azione 
elettrica in questo punto Ì nulla, e se prima era attrattiva 
dopo è ripulsiva e viceversa. 

Infatti abbiamo dal g« XV. che la funzione potenziale 
della elettricità della sfera S, dopò che ò stata in comimi- 
cazione col suolo, sopra un punto m deir asse X distante 
dal centro della sfera di una lunghezza a; >arMràt 



-i-^(i)- 



essendo V ( — ì il valore della fanzione potenziale nel punto 

reciproco ad m; quindi la funzione potenziale delle elettri- 
cità di K e di S sarà: ^ 



Ora questa funzione è nulla per rr «= a, e per a? » oo ed è 
continua, dunque deve avere un massimo, il quale si trove- 
rà ponendo: 



dx 



f.^(T)-F»' (?)-'•«-»• 



Quindi in questo punto Y azione elettrica sarà nulla e pas- 
serà dal positivo al negativo, o dal negativo al positivo, cioè 
dall'essere attrattiva all'essere ripulsiva o viceversa. 

Supponiamo che il corpo coibente K sia una sfera elet- 
trizzata uniformemente col centro suir asse X, avremo : 



V =. 



X -^ z 



essendo z la distanza tra i centri delle due sfere; quindi: 

Ga G 



P = — 



z X -ha* 



e denotando con ji la distanza dal centro della sfera S del 
punto dell'asse X dove la funzione potenziale P ha il va- 
lore massimo, abbiamo : 



IfcS 
onde: 



-•O-Z^^t) 



Rimane ora a considerare il caso in cui la sfera di pro- 
va sia posta a contalto con un conduttore elettrizzato. Quan- 
do si trova in punti sufficientemente lontani dai conduttori 
elettrizzati si può ammettere che la elettricità indotta In 
eafia^ non alteri il valore della funzione potenziale dei corpi 
che la circondano nei punti dove essa si trova» ma questo 
valore non può ammettersi che resti inalterato dall' aùone 
dell' elettricità comunicatale, sopra le parti del conduttore 
che le sono prossime, e quindi la determinazione della sua 
carica è un problema più complicato. Limitiamoci a trattarlo 
nel caso più semplice. 

Sia dato un conduttore di forma sferica S elettrizzato 
isolato» e sia R il raggio di $• Prendiamo la sfera di prò* 
va $ .allo stato naturala e sia il suo raggio a mollo piccolo 
rispetto a R. Sìa f la densità elettrica costante sopra la su- 
perficie S> il valore, della^fuozione potenziale sopra S sarà: 

e ^ h irRp . 

Dopo che avremo portato la sfera di prova a contatto 
con Sy a cagione della piccolezza di a rispetto ad S, la fun- 
zione potenziale delle due sfere avrà sopra la superficie di 
ambedue il valore e, e per quello che abbiamo esposto alla 
fine del §. XYIII, nello spazio esterno alle due sfere sarà 
data dalla formula: 



essendo : 






Se denotiamo con E la quantità di elettricità che si troverà 
sopra la sfera di prova, avremo: 

E = — T— / j — da 



i^ raYt 

"~ Jkir J dr 



OsaerriaiDa era ebe la distanza i di due ponti : uno di coor- 
dinate (j^,y), l'altro di coordiaate (fi^y), ò data da: 



e cbe quindi: 




lim 


sy^* -+- v' i 


yiy~?r-^ (v — ir vp -^ t* 



Osserviamo inoltre che nello ^pa/Jo racchiuso dalla 
sfera di prova la fuoùone V» non diviene infinita altro che 
per i punti che hanno le coordinate : 

jLl=i(2s + 2)j3— 2«JS', y = o; 

ed applicando il teorema 2' del $. IV, avremo: 



2jS« .' 



■'•0-|)(-^^)\ 



J3 

Quindi trascurando le potenze dì -5- superiori alla seconda 
avremo : 



E ££f ± _ ^V cjg' 

2j3» t 5» "^^ 12 j8' ' . 



